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Voronoi 图 是 一 种 重要 的 几何 结构 ， 也 是 计算 几何 领域 重要 的 研究 内 
容 之 一 。Voronoi 图 既是 一 种 行 之 有 效 的 空间 剖 分 和 聚 类 方法 ， 又 具有 和 骨 
架 的 特性 。 它 按照 站 点 (sites) 集合 中 元 素 的 最 近邻 属性 将 空间 划分 成 许 
多 单元 区 域 。 在 不 同 应 用 背景 下 ， 根 据 生成 空间 、 测 量 距离 以 及 站 点 等 定 
义 条 件 的 不 同 ， 又 产生 了 不 同类 型 的 Voronoi 图 。 这 些 都 使 得 Voronoi 图 
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划 、 可 见 性 计算 、 上 骨架 计算 以 及 凸 包 计 算 等 计算 几何 领域 中 其 他 问题 的 
有 效 工 具 。 


本 书 在 介绍 Voronoi 图 的 概念 、 性 质 以 及 一 些 经 典 构 造 算法 的 基础 
上 ， 侧 重 介绍 我 们 近 十 年 的 相关 研究 成 果 。 本 书 主要 内 容 包 括 离 散 点 集 的 
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第 1 章 s ie 


本 章 主 要 对 Voronoi 图 (Voronoi Diagram) 的 起 源 、 类 型 及 其 应 用 等 进 
行 概述 ， 并 介绍 后 面 章 节 涉 及 到 的 一 些 基 本 概念 和 知识 。 


1.1 Voronoi 图 概述 


计算 几何 (Computational Geometry) 作为 一 门 学 科 ， 起 源 于 20 世 纪 70 
年 代 ， 经 过 近 四 十 多 年 的 发 展 ， 其 研究 内 容 不 断 扩 大 ， 涉 及 Voronoi 图 、 三 角 
HY. Mtl, ARG SWB RAC. PIPE KERR BIBRA A 
据 相 关 统 计 ， 在 数 以 千 计 的 相关 文章 中 , 约 有 15% 是 关于 Voronoi 图 及 其 对 侦 
图 一 一 Delaunay 三 角 放 分 (Delaunay Triangulation) 的 研究 。 由 于 Voronoi 图 
具有 最 近 性 、 邻 接 性 等 众多 性 质 和 比较 系统 的 理论 体系 ， 如 今 已 经 在 计算 机 
图 形 学 、 机 械 工 程 、 地 理 信 息 系 统 、 机 器 人 、 图 像 处 理 、 大 数据 分 析 与 处 理 、 
生物 计算 以 及 无 线 传 感 网 络 等 领域 得 到 了 广泛 应 用 ， 同 时 也 是 解决 碰撞 检 
测 、 路 径 规 划 、 可 见 性 计算 、 骨 架 计 算 以 及 凸 包 计 算 等 计算 几何 所 涉及 的 
其 他 问题 的 有 效 工 具 [WangJY2011，Okabe2000，Gold2006 Chen2004, 
Fan2010, Held1991, Aurenhammer1991^45:]. 


Voronoi 图 的 起 源 最 早 可 以 追溯 到 17 世 纪 。1644 年 ，Descartes 用 类 似 
Voronoi 图 的 结构 显示 太阳 系 中 物质 的 分 布 [Descartes1644]。 数 学 家 G. L. 
Dirichlet [Dirichlet1850] 和 M.G.Voronoi[Voronoi1908] 分 别 于 1850 年 和 1908 年 
在 他 们 的 论文 中 讨论 了 Voronoi 图 的 概念 ， 所 以 Voronoi 图 又 叫 Dirichlet 
tessellation。 在 其 他 领域 ， 这 个 概念 也 曾 分 别 独立 地 出 现 ， 如 生物 学 和 生理 
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学 中 称 之 为 中 轴 变 换 (Medial Axis Transform) 或 骨架 (Skeleton) ， 化 学 与 
物理 学 中 称 之 为 Wigner-Seitz Zones， 气 象 学 和 地 理学 中 称 之 为 Thiessen 多 边 
JÉ[Thiessen1911] (Voronoi 图 最 早 由 Thiessen 应 用 于 气象 观测 站 中 随机 分 布 的 
研究 ) 等 。 由 于 M.G.Voronoi 从 更 通用 的 维 情况 对 其 进行 研究 和 定义 ， 所 以 
Voronoi 图 这 个 名 称 为 大 多 数 人 所 使 用 。 


Voronoi 图 是 计算 几何 中 一 种 仅 次 于 凸 包 的 重要 几何 结构 , 也 是 计算 几何 
的 重要 研究 内 容 之 一 。 它 按照 站 点 (Site) 集合 中 元 素 的 最 近邻 属性 将 空间 
划分 成 许多 单元 区 域 ， 即 Voronoi 区 域 。Voronoi 区 域 与 其 生成 站 点 一 一 对 应 
且 互 不 重 欠 ,构成 空间 的 一 个 划分 。 根据 站 点 的 Voronoi 区 域 是 否 邻 接 ， 就 可 
以 定义 站 点 间 的 邻接 关系 。 


早期 的 研究 工作 更 多 地 集中 在 离散 点 集 的 Voronoi 图 。n 个 平面 上 的 离散 
的 点 , 按照 最 近邻 原则 划分 平面 , 每 个 点 与 它 的 最 近邻 区 域 相关 联 。 Delaunay 
三 角形 是 由 与 相 邻 Voronoi 多 边 形 共享 一 条 边 的 相关 点 连接 而 成 的 三 角形 。 
Delaunay 三 角形 的 外 接 圆 圆心 是 与 三 角形 相关 的 Voronoi 多 边 形 的 一 个 顶点 。 
Voronoi 图 是 Delaunay 三 角形 的 对 偶 图 。 


在 不 同 应 用 背景 下 ， 根 据 生成 空间 、 测 量 距离 以 及 生成 站 点 等 条 件 的 不 
同 ，Voronoi 图 有 着 各 种 各 样 的 定义 [WangJY2011，Okabe2000]。 例 如 ， 根 据 
空间 可 分 成 二 维 、 三 维 以 及 更 高 维 Voronoi 图 。 最 远 点 Voronoi 图 则 是 由 到 一 
个 离散 点 距离 最 远 的 点 构成 的 Voronoi 区 域 〈 如 图 1.1 所 示 )。 又 如 ， 同 时 到 离 
散 点 集中 的 两 个 点 的 距离 最 小 的 点 构成 的 区 域 , 称 之 为 二 阶 Voronoi 图 (如 
图 1.2 所 示 )。 或 者 更 一 般 地 ， 定 义 一 个 磊 阶 Voronoi 图 : 对 于 一 个 有 nn 个 点 的 
AR, IE PLC « Kk <n), ， 同 时 到 点 集中 磊 个 点 距离 最 小 的 点 所 划分 的 区 
域 构成 了 k 阶 Voronoi 图 。 另 外， 通过 给 每 个 站 点 赋予 不 同 的 权 值 ， 可 得 到 加 
权 的 Voronoi 图 (如 图 1.3 所 示 )，Power 图 是 其 中 的 一 种 。 在 路 径 规划 、 机 械 
加 工 、 模 式 识别 、 虚 拟 现实 、 生 物 计 算 等 领域 , 将 站 点 从 离散 点 扩展 到 线段 、 
圆 弧 等 生成 Voronoi 图 的 方式 也 是 非常 常见 的 (如 图 1.4 所 示 )。 目 前 也 有 不 少 
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研究 工作 是 关于 PSLG (Planar Straight Line Graph, PHARE) ff] Voronoi 


图 及 其 应 用 。PSLG 的 Voronoi 图 有 不 同 的 称谓 ， 如 线 状 Voronoi 图 、 多 边 形 的 
中 轴 或 骨架 等 。 因 此 ， 有 人 认为 多 边 形 的 Voronoi 图 起 源 于 1967 年 Blum 关 于 


中 轴 CHAD 的 工作 (Blum 首 先 用 中 轴 表 示 连 续 平面 图 形 〉 [Blum1967]. 
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最 远 点 Voronoi 图 ， 其 中 VRe(pi) 表 示 p; 的 Voronoi 区 域 


目前 ， 有 关 Voronoi 图 的 专门 的 国际 会 议 为 每 年 举行 一 次 的 ISVD 会 议 


(International Symposium on Voronoi Diagrams in Science and Engineering), 
它 已 有 十 年 的 历史 。 有 关 Voronoi 图 的 专著 主要 包括 文献 [Wang JY2011， 
Okabe2000, Cai2010, Edelsbrunner2001, Hjelle2006, Sack2000, O'Rourke1994, 
Preparatal991, Berg2000, Goodman2004, YangQ2005, Zhou2008, L12010] 

等 。 计 算 几 何 算法 库 〈Computational Geometry Algorithms Library, CGAL) 

提供 了 一 些 关 于 Voronoi 图 和 Delaunay 三 角 放 分 的 算法 软件 [CGAL]。 


Voronoi HRAAA 


, VROspo 
MEN 
\ 7 
y i 
ua 
Y 
1 
Ps H " n 
^ > ! VR(p»pe, 
EN VR(pap) ! gs P 
S Js / 
S REN od 
N ^p Se uae d 
VRQsp) y... € x 4, 
A 
" | VR) ed, Vaa 
L $ 2 "x 
~ NR(py)s pi VRQs) ^ s, 
Áo 2^ * Ss, 
P3 Pd N "4 e. 
全 NU pa 
VR(Qws) `i 
ra i VR(pypa) 
i 
i 
I 


图 1.2 二 阶 Voronoi 图 ， 


其 中 pi; 表示 给 定 的 点 ， 
VR(papj) 表示 站 点 (psp)) 的 Voronoi 区 域 
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图 1.3 乘法 加 权 Voronoi 图 图 1.4 


1.2 ”相关 基础 概念 


圆 的 Voronoi 图 


定义 1.1 在 二 维 欧 氏 空间 天 中 的 一 个 多 边 形 是 用 一 个 有 限 线段 的 集合 
来 定义 的 ， 工 中 每 一 线段 的 每 


个 端点 是 工 中 两 条 线段 且 仅 是 这 两 条 线段 
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的 公共 端点 ，Z 中 任 两 条 线段 上 的 点 均 可 通过 集合 Z 中 的 线段 连通 。 构 成 多 
边 形 的 线段 称 为 多 边 形 的 边 ， 边 的 端点 称 为 多 边 形 的 顶点 。 


图 1.5 中 的 线段 集合 构成 多 边 形 ， 但 图 1.6 中 的 线段 集合 不 构成 多 边 形 。 
由 多 边 形 定义 可 知 ， 多 边 形 是 线段 集合 的 一 个 有 序 的 排列 。 有 公共 端点 的 两 
条 边 被 称 为 相 邻 边 。 在 本 书 的 后 面 章节 会 讨论 类 似 图 1.6 Co) 中 图 形 所 围 成 
的 区 域 ， 为 了 区 分 ， 我 们 将 这 样 的 图 形 称 为 多 边界 多 边 形 。 


AN 人 


(a) 非 简单 多 边 形 O) 简单 多 边 形 
图 1.5 多 边 形 


AS EN 


图 1.6 非 多 边 形 的 例子 ，(a) 和 (C 都 不 是 多 边 形 


定义 1.2 如果 一 个 多 边 形 的 任何 不 相 邻 的 两 条 边 均 不 相交 ， 则 称 这 个 

多 边 形 为 简单 多 边 形 。 一 个 简单 多 边 形 只 有 一 条 边界 ， 我 们 也 称 之 为 单 边界 
多 边 形 。 图 1.5 (a) 是 多 边 形 但 不 是 简单 多 边 形 , 图 1.5(b) 是 简单 多 边 形 。 
定义 1.3 简单 多 边 形 把 平面 分 割 成 内 部 和 外 部 两 个 不 连通 的 区 域 。 如 

果 一 个 简单 多 边 形 的 内 部 是 凸 集 , 则 这 个 简单 多 边 形 是 凸 的 , 称 为 凸 多 边 形 。 
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定义 1.4 ”我 们 将 由 多 条 简单 的 、 封 闭 的 、 不 相交 的 曲线 围 成 的 平面 区 域 
称 为 多 边界 多 边 形 。 这 些 曲线 都 是 它 的 边界 。 一 个 多 边界 多 边 形 有 多 个 边界 。 


一 般 地 ， 多 边界 多 边 形 有 下 面 两 种 类 型 。 


D 第 一 类 多 边界 多 边 形 是 一 些 分 离 的 单 边界 多 边 形 的 集合 被 另 一 个 单 
边界 多 边 形 所 包围 ， 这 一 个 最 外 面 的 边界 称 之 为 外 边界 ， 其 他 的 单 边界 多 边 
形 都 在 它 的 内 部 ， 我 们 称 之 为 内 边界 。 根 据 单 边界 多 边 形 的 定义 ， 这 些 多 边 
形 内 部 不 存在 任何 多 边 形 了 。 内 边界 和 外 边界 之 间 的 部 分 是 我 们 感 兴趣 的 部 
分 ， 称 为 多 边 形 的 关注 区 域 。 


这 类 多 边界 多 边 形 在 机 械 加 工 中 被 称 为 Pocket[Held1991]， 在 数学 上 被 
称 为 多 连通 多 边 形 。 


(2) 第 二 类 多 边界 多 边 形 可 以 想象 成 第 一 类 多 边界 多 边 形 的 外 边界 被 不 
断 放 大 并 移 向 无 穷 ， 在 平面 上 留 下 若干 个 分 离 的 单 边界 多 边 形 的 集合 。 这 些 
多 边 形 的 外 部 并 延伸 至 无 限 的 部 分 则 是 我 们 感 兴趣 的 部 分 ， 为 多 边 形 的 关注 
区 域 。 


对 于 第 一 类 多 边界 多 边 形 ， 规 定 外 边界 顶点 是 以 逆 时 针 方 向 排序 ， 内 边 
界 顶 点 是 以 顺 时 针 方向 排序 。 对 第 二 类 多 边界 多 边 形 ， 边 界 顶 点 都 是 以 顺 时 
针 方 向 排序 。 如 果 一 个 人 沿 这 些 边界 走动 ， 多 边 形 关 注 区 域 总 是 位 于 前 进 方 
向 的 左 侧 。 


为 了 便于 叙述 , 本 书 中 多 边界 多 边 形 简称 为 多 边 形 , 或 称 为 复杂 多 边 形 。 


定义 1.5 对 于 多 边 形 的 一 条 边界 上 的 一 个 顶点 ， 令 它 的 两 个 关 
联 边 的 夹 角 为 A 。 该 夹 角 的 大 小 是 计算 扫 过 多 边 形 的 关注 区 域 的 角度 ， 如 果 
a 2180? , 则 称 该 项 点 为 (向 外 ) 四 顶点 ,也 称 为 内 尖 点 ;如 果 &g<180°， 
则 称 该 项 点 为 《向 外 》 西 顶点， 如 果 & =180? ， 则 称 该 项 点 为 切 顶 点 。 


定义 1.6 在 一 个 简单 多 边 形 P 了 中， 如 果 存 在 这 样 一 个 点 z XP ALE 
意 一 点 己 ， 都 使 线段 了 2 完全 位 于 书 内 ， 则 称 己 为 星 形 多 边 形 。 


6 


HIF Fe 


定义 1.7 图 论 中 的 图 GP, E) 是 由 顶点 集合 P 和 边 集合 EE 组 成 的 。 若 
能 把 PP 的 所 有 项 点 映射 到 一 个 平面 上 , 对 五 中 的 每 条 边 的 端点 在 该 平面 上 的 
两 个 映像 点 , 都 有 平面 上 的 一 条 对 应 的 简单 曲线 连接 , 如 果 除 了 在 顶点 处 外 ， 
这 些 简单 曲线 之 间 不 再 有 交点 ， 则 这 个 图 GP, EATR E. 
嵌 到 平面 上 的 图 称 为 平面 图 。 边 为 直线 的 平面 图 称 为 平面 直线 图 (PSLG )。 


第 2 章 离散 点 集 的 Voronoi 图 
及 其 应 用 


2.1 定义 与 性 质 


2.1.1 EM 


对 于 平面 上 任意 n Mi EIFE BORE A P={pi, pps co pp HE 
Voronoi 图 存在 几 种 等 价 的 解释 与 定义 , 包括 最 近 距 离 聚 类 法 、 通 过 Delaunay 
三 角 痢 分 计算 对 偶 图 法 、 半 平面 法 、 波 传播 法 、 圆 锥 投影 法 、 凸 包 投影 法 等 。 


1. 最 近 距 离 聚 类 法 


该 方法 将 平面 上 的 所 有 点 按照 它们 到 所 给 离散 点 pis pe ct Pa 的 欧 氏 
距离 的 远近 进行 聚 类 ， 分 别 得 到 每 个 离散 点 p;(1< i <n) 的 最 近 点 的 集合 


VR( pi)- (ql lapislapi: Wz#i, p» pieP} 


HF, lapl KR q 和 p; 两 点 间 的 欧 氏 距离 [WangJY2011]。 


P 的 Voronoi 图 为 : 
=UVR(D) 


这 里 ， 为 了 避免 与 平面 上 任意 一 点 混淆 ， 我 们 称 p;(1<i <n) 为 站 点 ， 并 
称 VRC p)A pif] Voronoi KECER Voronoi 多 边 形 、Voronoi 单元 )。 将 Voronoi 
区 域 的 边 称 之 为 Voronoi 边 ，Voronoi 区 域 的 顶点 称 之 为 Voronoi 顶点 ， 每 个 
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Voronoi 顶点 v 所 连接 的 边 数 称 为 v 的 度 。 每 条 Voronoi id e BAR MK 2 个 站 

点 的 Voronoi 区 域 所 共享 ， 我 们 将 这 2 个 站 点 称 之 为 e 的 关联 站 点 。Voronoi 

顶点 的 度 一 般 为 3， 当 度 大 于 3 时 便 认 为 是 退化 情况 〈 为 了 叙述 简洁 ， 若 不 

做 特别 说 明 ， 本 书后 面部 分 不 再 涉及 退化 情况 )， 这 些 共 享 同 一 个 Voronoi 顶 

点 的 Voronoi 区 域 的 站 点 被 称 为 v 的 关联 站 点 。 图 2.1 给 出 了 11 个 离散 点 
(黑色 实 点 ) 的 Voronoi 图 ， 其 中 实 线 边 为 Voronoi 边 。 


图 2.1 平面 离散 点 集 (黑色 实 点 ) 的 Voronoi 图 〈 实 线 部 分 ) 
及 其 Delaunay 三 角 前 分 〈 虚 线 部 分 ) 


对 于 一 个 给 定 的 点 集 , 设 其 中 的 若干 点 为 站 点 , 可 根据 类 似 前 面 的 Voronoi 
区 域 的 定义 计算 出 到 每 个 站 点 距离 最 近 的 点 ， 从 而 实现 该 点 集 的 聚 类 。 


2. 对 偶 图 一 Delaunay = AXE 


对 任 一 个 平面 点 集 P={p1, Ppr c Pa} CH Voronoi 图 用 VD (P) 表 示 ， 
我 们 将 每 条 Voronoi 边 的 两 个 关联 站 点 ( 即 两 个 站 点 的 Voronoi 区 域 有 共享 边 ) 
都 用 直线 段 ( 如 图 2.1 中 虚线 所 示 ) 连接 在 一 起 ， 就 可 得 到 己 的 Voronoi 图 
的 对 偶 图 一 -Delaunay 图 。 在 退化 情况 下 ， 即 存在 四 点 共 圆 时 ，Delaunay 图 
中 存在 不 是 三 角形 的 面 ;在 非 退 化 情况 下 ， 即 P 中 不 存在 四 点 共 圆 时 ， 
Delaunay 图 成 为 一 个 三 角 剖 分 ， 称 为 Delaunay 三 角 放 分 ， 用 DT(P) 表 示 。 退 
化 情况 下 的 Delaunay 图 可 以 比较 容易 地 转化 为 Delaunay 三 角 训 分。 我 们 将 


Voronoi EA tz Jj] 


Delaunay 三 角 剖 分 中 的 每 个 三 角形 称 之 为 Delaunay 三 角形 。 每 个 Delaunay 
三 角形 中 的 每 条 边 称 之 为 Delaunay 边 ， 每 个 顶点 是 其 相对 边 的 Delaunay Tli 
点 [WangJY2011]。 

平面 离散 点 集 的 Voronoi 图 与 其 Delaunay 三 角 痢 分 存在 如 下 关系 。 


(1) 每 个 Delaunay 三 角形 对 应 一 个 Voronoi 顶点 ， 其 外 接 圆 的 圆心 是 一 
个 Voronoi 顶点 ; 


(2) Delaunay 三 角 痢 分 中 的 一 个 顶点 〈 即 站 点 ) 对 应 一 个 Voronoi 区 域 ; 
(3) 每 条 Delaunay 边 对 应 一 条 Voronoi 边 。 


因此 ， 对 任 一 平面 点 集 忆 ={ po pr s Ph} KI Delaunay = ff #4) 
后 ， 可 通过 如 下 操作 得 到 VD (P). 


C1) 如 果 两 个 三 角形 有 公共 边 ， 连 接 它们 外 接 圆 的 圆心 可 得 到 一 条 
Voronoi 边 。 


(2) 如 果 一 个 三 角形 的 一 条 边 没 有 相 邻 的 三 角形 , 由 其 外 接 圆 的 圆心 开始 
做 一 射线 ， 方 向 与 三 角形 的 这 一 条 边 垂 直 ， 可 得 到 一 条 半 开 放 的 Voronoi 边 。 


3. 半 平 面 法 


对 于 平面 上 的 两 个 点 p; fl pj, 用 h( pe PRR pi; 所 在 的 半 平 面 ,平面 上 
一 点 qeh (po PP) 当 且 仅 当 |gpi <lgpjl, j#i, p» pjeP。 
一 个 Voronoi 区域 VR( Pi 也 可 以 看 作 是 疡 与 其 他 所 有 站 点 所 产生 的 半 平 
面 的 交集 。 因 此 ， 可 以 用 半 平 面 交 的 方法 描述 每 个 站 点 p; 的 Voronoi 区 域 : 
vD(P)= 门 Ma 


1<j<n 
jei 


基于 这 种 定义 , 对 于 每 一 个 站 点 pis 我 们 计算 出 pi 与 其 他 站 点 的 半 平 面 ， 
然后 求 交集 即 可 得 到 VR p;))， 从 而 得 到 整个 点 集 的 Voronoi 图 [WangJY2011]。 
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4. 波 传播 法 

平面 离散 点 集 的 Voronoi 图 也 可 以 用 波 传播 现象 进行 描述 : 在 所 给 的 站 
点 Pi Pas > pw 处 以 同样 的 速度 同时 发 射电 波 , 电波 相遇 的 地 方 就 是 Voronoi 
边 。 这 种 描述 方法 也 称 为 森林 着 火 法 ， 即 将 平面 看 作 一 片 森林 ， 假 设 在 所 给 
的 站 点 Pl，P，…， 有 处 同时 着 火 ， 并 假设 火 以 同样 的 速度 蔓延 ， 火 相遇 的 
地 方 就 是 Voronoi 边 。 

上 述 描述 也 是 图 像 的 骨架 的 定义 。 一 般 地 ， 图 像 的 骨架 具有 连通 性 、 居 
中 性 和 像素 宽度 为 1 等 重要 特性 [YangCL2000]。 


5. 圆锥 投影 ; 


BE px, y,) A HEAR RIN xcv 平面 上 一 点 。 我 们 构造 一 个 以 PCx ,六 ) 为 
顶点 的 圆锥 Co(p) , 它 的 轴 垂 直 于 xy 平面 且 侧面 以 45* 倾斜 .该 锥 面 的 方程 为 : 


z =æ -a+ -»» 
XF xy FERA p, 和 p, ， 对 应 的 Co(p,) 和 Co(P,) 相交 于 一 条 双 
曲线 ， 易 知 该 双 曲 线 位 于 一 个 垂直 于 xy 平面 的 平面 上 ， 且 其 在 xy 平 面 上 的 
投影 正好 是 线段 pip, 的 垂直 平分 线 ( 如 图 2.2 所 示 )。 


y 3 2 


[822 平面 上 两 点 对 应 的 圆锥 相交 于 一 条 双 曲 线 


Voronoi EA tz Jj] 


因此 ， 对 于 平面 离散 点 集 P={p1，p2，*…，pn}， 可 以 构造 个 这 样 的 加 
锥 Co(p,)，…，Co(p,)。 假 设 这 些 圆锥 不 透明 ， 若 从 z=-% 方 向 看 去 ( 即 
沿 z=-o 方 向 平行 投影 )， 所 看 到 的 圆锥 之 间 的 交 线 (的 投影 ) 恰好 是 P 的 
Voronoi 图 (如 图 2.3 所 示 )。 图 2.3 也 可 以 看 作 是 波 传播 法 的 一 个 几何 视图 。 


基于 这 种 定义 ， 可 以 设计 扫描 线 算 法 构造 平面 离散 点 集 的 Voronoi 图 ， 
具体 内 容 见 2.2.2 节 。 


% A 


AS h 


图 2.3 从 z=-wm 看 n(n=3) 个 不 透明 的 圆锥 ， 
看 到 的 圆锥 之 间 的 交 线 的 投影 恰好 是 个 点 的 Voronoi 图 
6. 凸 包 投影 法 
对 于 平面 离散 点 集 P={p1，p2，…，pw}， 可 以 从 另 一 个 角度 来 观察 理解 
它 的 Delaunay 三 角 痢 分 和 Voronoi 图 ， 也 就 是 观察 它们 和 三 维 凸 包 的 关系 。 


我 们 首先 计算 P 的 每 个 站 点 p, Qs. y.) 在 抛物 面 IT : pa — x^ + y^ 上 的 对 
应 点 pau yox? yp) CORB p G5, y,) 作 垂 直线 ， 该 垂直 线 和 抛物 面世， 
的 交点 。 对 所 有 对 应 点 作 凸 包 。 在 非 退化 情况 下 ， 该 凸 包 的 每 个 面 都 是 三 角 
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形 。 过 其 中 任意 一 个 三 角形 A PAP AP l Pa Pa Pes FE Xy V IBI) SE ELEGIA) 
别 是 站 点 py) p,(x,.¥,) FU p, Qa. y) IPF E TL, 有 如 下 特点 。 


C1) TI, 与 抛物 面 II ZFA Pa Pya pa, 的 椭圆， 该 椭圆 在 xy 平面 的 秋 
BEOEIE TE psy). p Guy) Al PCy) (BU. 


(2) 任何 其 他 站 点 在 抛物 面 I 上 的 对 应 点 都 在 IL 的 上 方 ， 且 任何 其 他 
站 点 都 在 过 p, y) > p, Gc y) I pi Qu. y,) 的 外 接 圆 外， 即 过 p, (xy) > 
Py) 和 pi Go. y.) MIME A, A ppjpi 是 Delaunay 三 角形 。 


因此 ， 可 以 将 平面 离散 点 集 P 的 Delaunay 三 角 剖 分 看 作 是 所 有 站 点 在 抛 
Will: Ps = 站 + 妈 上 的 对 应 点 的 凸 包 去 掉 外 法 向 朝 上 的 面 后 在 xy OP TE 
垂直 投影 。 

基于 上 述 定 义 ， 我 们 得 到 计算 平面 离散 点 集 P 的 Delaunay = ffi fill 4} All 
Voronoi 图 的 一 种 方法 : 首先 计算 所 有 站 点 p, O, y) 在 三 维 空间 上 的 对 应 点 
Pa Gs Y» t y?) 的 凸 包 ; 然后 将 该 凸 包 去 掉 外 法 向 朝 上 的 面 后 投影 到 xy 平 
面 ， 即 可 得 到 了 的 Delaunay 图 。 由 此 容易 构造 P 的 Delaunay = fAs, H 
Delaunay 三 角 剖 分 可 在 O(n) 时 间 内 构造 P 的 Voronoi 图。 由 于 可 在 O(nlogn) 
时 间 内 计算 三 维 空间 点 集 的 加 包 ， 所 以 整个 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn) 。 


24.2 TER 


对 于 点 集 P={ pis pr» s pn}, FE Voronoi 图 VD( P)fll Delaunay = ff 
Wr DT(P) 有 最 邻近 性 、 局 部 性 等 性 质 。 下 面 介 绍 部 分 主要 性 质 ( 此 处 对 各 
性 质 的 证 明 从 略 ， 请 参考 文献 [WangJY2011] )。 


TER 2.1〈 大 小 性 质 ) 


(1) VD(P) 和 DT(P) 的 边 数 均 小 于 等 于 3n 一 6。 
(2) VD(P) 的 项 点数 和 DT(P) 的 三 角形 数 均 小 于 等 于 2n 一 5 。 
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(3) 任何 一 个 Voronoi 区 域 所 包含 的 Voronoi 边 数 的 平均 数 小 于 6。 


性 质 2.1 可 用 于 与 Voronoi 图 VD (P) 和 Delaunay 三 角 放 分 相关 的 算法 的 
复杂 度 分 析 。 根 据 性 质 2.1， 可 用 O(n) 空间 存储 Voronoi 图 和 Delaunay 三 角 
剖 分 的 结果 。 


性 质 2.2〈 空 圆 性 质 ) 


C1) BE pi. pr All p3 HE VD (P) 中 一 个 Voronoi 顶点 v 所 关联 的 三 个 站 点 ， 
则 以 vy 为 圆心 经 过 pi1，p;s 和 ps 三 个 站 点 的 圆 是 一 个 空 加 ， 即 该 圆 中 不 存在 P 
的 其 他 站 点 。 


(2) 对 于 站 点 pi fll p; (i) pipt DT(P) 的 一 条 边 当 且 仅 当 存在 一 个 仅 
过 pM p WAAR, ZARARA. KIRE: IF P 的 一 个 站 点 pe pi 
和 其 最 近 的 站 点 py 之 间 必 有 一 条 DT(P) 的 边 ; 站 点 p; 和 pj 是 DT(P) 中 距离 最 
短 的 边 ， 当 且 仅 当 p; 和 pj 是 P 中 所 有 站 点 中 距离 最 近 的 一 对 点 。 


G) 站 点 pi. pj pr} DT(P) 中 的 一 个 Delaunay 三 角形 的 顶点 ， 当 且 仅 
当 存 在 一 个 经 过 三 点 六 pj 天 的 圆 ， 该 圆 内 部 不 含 任何 站 点 。 其 等 价 于 : 对 
任何 给 定 四 点 ， 用 Delaunay 三 角 痢 分 得 到 的 两 个 三 角形 一 定 是 最 小 角 最 大 。 


对 于 任意 一 点 494， 性 质 2.2 可 用 于 设计 在 P 中 查找 其 最 近 点 的 算法 在 
VD (P) 中 ， 如 果 q 落 在 站 点 p; H Voronoi 区 域内 ， 则 p; Z& P "PES q 最 近 的 站 
点 ; 在 DT(P) 中 ， 如 果 q 落 在 站 点 po pp pe ZAKI Delaunay 三 角形 内 ， 则 
Pis Diy pi P PS q 最 近 的 即 为 己 中 离 4 最 近 的 站 点 。 


性 质 2.2 也 可 用 于 设计 查找 尸 中 最 近 点 对 的 算法 :对 于 任意 一 个 点 集 己 ， 
首先 计算 DTP) 然后 查找 DT(P) 最 短 的 边 ,， 即 可 得 到 PP 中 距离 最 近 的 点 对 。 


性 质 2.2 表明 VD (P) 和 DT(P) 具 有 局 部 性 质 : 插入 或 删除 一 个 站 点 ， 只 
会 影响 VD (P) 和 DT(P) 的 一 部 分 ， 这 是 逐 点 插入 法 等 构造 VD(P) 和 DT(P) 的 
重要 基础 〈 见 2.2 节 中 的 构造 方法 )。 
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性 质 2.3 (DEIER) 


CD 将 DTP ) 中 所 有 只 有 一 个 相 邻 三 角形 的 边 依次 连接 得 到 的 是 点 集 书 
的 凸 包 。 


(2) 一 个 站 点 pi 的 Voronoi 区 域 VR(z) 是 开放 的 ， 当 且 仅 当 产 位 于 点 集 
Pia. 


22 构造 方法 


目前 已 有 很 多 离散 点 集 的 Voronoi 图 的 构造 算法 : 半 平 面 法 、 分 而 治之 
法 、 逐 点 插入 法 以 及 扫描 线 法 等 。 另 外 ， 如 2.1 节 所 述 ， 也 可 先 计算 所 给 站 点 
的 Delaunay = fA Ñ), 然后 再 计算 Voronoi 图 [WangJY2011]。 根据 实现 过 程 ， 
Delaunay 三 角 放 分 的 算法 则 有 分 而 治之 算法 、 逐 点 插入 法 和 三 角 网 生长 法 等 。 
下 面 主要 介绍 几 种 实用 的 生成 Voronoi 图 和 Delaunay = fA Ab 10] 271: 


22.4 逐 点 插入 法 生成 Voronoi 图 


逐 点 插入 法 是 最 常用 的 构造 Voronoi 图 的 算法 之 一 [Green1978]。 其 基本 
思想 是 : 逐步 加 入 站 点 ， 在 已 构造 的 Voronoi 图 的 基础 上 利用 局 部 特性 ， 通 
过 局 部 修改 , 快速 生成 新 的 Voronoi 图 。 即 对 于 平面 离散 点 集 己 ={Pl, pas ns 
Di 在 生成 点 集 Py (pis po cs pe} (k<n) 的 Voronoi 图 的 基础 上 , 加 入 pia 
并 查询 新 加 入 站 点 pea 在 VD (PD 中 的 位 置 ， 然 后 通过 局 部 修改 来 构造 
PH={fpl，pP，…，Ph 的 Voronoi 图 。 如 此 不 断 加 入 新 的 站 点 ， 最 后 可 得 到 
VD (P); pn 加 入 后 ， 在 其 周围 形成 一 个 离 pk 最 近 的 点 组 成 的 Voronoi [X 
HÈ VRC pri) ‘AEA BARELY Voronoi 区 域 中 分 割 出 来 的 (如 图 2.4(a) 所 示 )。 
Pia VETE VR( pp) 中， 分 割 就 从 VR(p) 开 始 。 用 pea 和 p; 的 垂直 平分 线 把 
VR( 放 分 成 两 部 分 ， 每 部 分 的 点 分 别离 pea 和 pi; 最 近 。 它 和 VR( p) 的 边界 交 
T CI q 两 点 ,在 g 点 处 开始 进入 VR(p), 这 时 VR(p) 中 也 有 一 部 分 点 和 pi 
最 近 。 因 此 用 pa 和 亡 的 垂直 平分 线 把 VR( pj) 分 成 两 部 分 。 该 线 交 VR(p)) 
的 边界 交 于 r 和 g 两 点 。 用 7 代替 9 重复 上 述 工 作 ， 直 到 有 一 条 垂直 平分 线 
通 上 点 ， 形 成 一 个 多 边 形 为 止 (如 图 2.4 (a) 中 的 虚线 多 边 形 所 示 )。 最 后 把 
该 多 边 形 中 间 的 边 和 顶点 删除 ， 便 形成 pka 的 Voronoi 多 边 形 VR pe) Chil 
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图 2.4 (b) 所 示 )。 

算法 2.1 CreateVD-increment (P) 一 逐 点 插入 法 生成 Voronoi 图 

输入 : 平面 离散 点 集 P={ pi, ps v po 

输出 : VD (P). 

(1) 如 果 n<1， 返 回 。 

(2) 计算 VRC p) Al VR( ps)。// 通 过 计算 pn p WP ERA 

(3) for(k=3; k<n; k=k+1){ 

(4) 计算 pi 所属 的 Voronoi 区 域 ， 设 为 VR( pi)。 

(5) 计算 pi 的 Voronoi 区 域 VR( pj). 

6» 3 

实际 上 ， 该 算法 中 新 加 入 一 个 点 的 定位 ， 最 坏 情 况 下 估计 花费 时 间 为 
O (0D)。 一 般 情况 下 计算 p, 的 Voronoi 多 边 形 和 修改 相应 站 点 的 Voronoi 多 
边 形 可 在 常数 时 间 内 完成 ， 最 坏 情 况 下 最 多 需要 O(n) 时 间 ， 所 以 插入 一 个 
站 点 、 计 算 新 的 Voronoi 图 需要 O(n) 时 间 。 算 法 总 的 时 间 复 杂 度 为 O (n). 
虽然 算法 的 时 间 复 杂 度 较 高 ， 但 因 其 简单 且 易于 理解 与 编程 ， 所 以 是 最 常 
用 的 算法 之 一 。 


(a) 新 加 入 站 点 的 定位 与 其 Voronoi 区 域 计 算 
图 2.4 加 入 一 个 新 点 pen 后 更 新 Voronoi 图 的 过 程 
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(b) 修改 后 的 Voronoi 图 


图 2.4 (585 


2.2.2 扫描 线 法 生成 Voronoi 图 


根据 2.1.1 节 所 介绍 的 圆锥 投影 法 的 原理 ， 可 以 设计 基于 扫描 线 的 算法 
来 构造 离散 点 集 的 Voronoi 图 [de Berg 2000, Fortune1987, Guibas1988]. 


由 2.1.1 节 知 ,对 于 平面 离散 点 集 P={p1, Po > Pri TARNE nA 
HE Colp)» =» Colp) CCo (pA p NTR CHAE AF xy 平面 且 
W VÀ 45° 倾斜 )。 假 设 这 些 圆锥 不 透明 ， 若 从 z= -oo 方向 看 去 〈 即 沿 
Zz=-co 方 向 平行 投影 )， 所 看 到 的 圆锥 之 间 的 交 线 〈 的 投影 ) 恰好 是 尸 的 


Voronoi 图 。 


Ij 


这 里 ， 我 们 设置 一 个 与 地 平面 倾 角 为 135° 且 平 行 于 y 轴 的 平面 x (如 
图 2.5 Pras), 其 与 xy 平 面 的 交 线 为 L。 从 左 往 右 沿 x 轴 逐 步 移动 (OIL. 
ELA p 点 前 ，x 与 Co(p) 不 相交 ; LFA p IN, 相 切 于 Co(p) 的 
AW: SL BE p 的 右 侧 ，z 与 Co(p) 总 相交 于 一 条 抛物 线 ， 其 在 区 平面 上 


Voronoi AZA 


的 投影 恰好 是 点 p 和 直线 工 的 中 分 线 ( 是 一 条 抛物 线 ) B(p.L), Bü B(p.L) 
上 的 任 一 点 到 p 和 工 的 距离 都 相等 。 


图 2.5 倾角 为 135° 且 平行 于 y 轴 的 平面 与 站 点 及 其 圆锥 的 位 置 关系 


对 于 三 维 坐标 系 的 xy 平面 上 两 点 p, 和 po 74 p, All p. ETE L 的 左 侧 
时 ，z 分 别 与 Co(p,). Co(p,) 相交 于 两 条 抛物 线 : 如 果 这 两 条 抛物 线 有 交 
Rig» q 必 在 Co(p,) 和 Co(p,) 交 线 上 , Hl q 的 投影 必 在 线段 p p KEHE 
分 线 上 (如 图 2.6 所 示 )。 因 此 ， 对 于 平面 离散 点 集 ， 当 元 〈 即 工 ) 从 左 往 
右 沿 x 轴 逐步 移动 时 ， 在 每 个 固定 时 刻 ， 位 于 工 左 侧 的 所 有 站 点 和 直线 工 
的 Voronoi 图 (站 点 和 直线 间 的 Voronoi 边 就 是 到 站 点 和 直线 的 垂直 距离 
相等 的 点 的 轨迹 , 该 轨迹 是 一 条 抛物 线 ) 就 是 我 们 从 z = -oo 方向 看 到 的 结 
R (假设 所 有 圆锥 和 Zz 不透明)。 工 右 侧 的 站 点 则 对 其 不 产生 影响 (被 完 
全 遮挡 了 )。 


BREE Voronoi BAEZA 


F2F 


平面 z 与 两 个 圆锥 相交 的 情况 图 


图 2.6 


弧 依 次 首尾 连接 成 的 一 条 


曲线 (两 端的 两 条 抛物 线 弧 各 有 一 端 是 无 限 的 ), 位 于 工 和 其 左 侧 的 站 点 pi， 


> 


其 中 工 的 Voronoi 区 域 的 边界 是 由 一 组 抛物 


P2，…，pi 之 间 ， 是 关于 工 严格 单调 的 ， 且 随 着 工 的 向 右 移动 而 逐渐 移动 和 
变动 ， 因 此 称 为 海岸 线 (如 图 2.7 所 示 )。 组 成 海岸 线 的 那些 抛物 线 弧 首尾 依 
次 相连 ， 其 接合 点 称 为 断 点 。 如 前 所 述 ， 每 个 断 点 都 落 在 Voronoi 图 的 某 条 


边 上 。 


图 2.7 直线 工 与 其 左 侧 站 点 的 Voronoi 图 
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由 上 面 的 观察 可 知 ， 对 于 平面 离散 点 集 P={p1，p2，…，pwn}， 我 们 用 平 
行 于 y 轴 的 扫描 线 工 从 左 到 右 依 次 扫描 ,扫描 过 程 中 海岸 线 随 着 工 的 向 右 移 
动 而 逐渐 向 右 移动 并 不 断 变化 ， 新 断 点 也 随 之 不 断 生 成 。 由 于 海岸 线 的 每 段 
弧 是 工 与 其 左 侧 某 个 站 点 p 的 中 分 线 ， 所 以 对 于 海岸 线 左 侧 的 任意 一 点 v， 
必 存 在 至 少 一 个 站 点 p ， 使 得 v 到 p 的 距离 小 于 v 到 工 的 距离 ， 当 然 也 小 于 
v 到 工 右 侧 所 有 站 点 的 距离 ， 即 v 必 属 于 工 左 侧 某 个 站 点 的 Voronoi 区 域 。 
所 以 对 于 当前 扫描 线 ， 已 得 到 的 海岸 线 左 侧 的 Voronoi 图 就 是 整个 点 集 的 
Voronoi 图 (在 海岸 线 左 侧 ) 的 一 部 分 ， 它们 是 已 得 到 的 所 有 断 点 的 轨迹 (该 
部 分 加 上 海岸 线 就 是 直线 工 和 其 左 侧 的 所 有 站 点 的 Voronoi 图 ), 不 受 工 右 侧 
站 点 的 影响 。 随 着 OL 向 右 移 动 ， 新 的 站 点 不 断 加 入 ， 海 岸 线 左 侧 的 Voronoi 
图 不 断 生 长 ， 最 后 即 可 得 到 整个 点 集 的 Voronoi 图 。 这 就 是 平面 扫描 法 构造 
Voronoi 图 的 基本 思想 ， 算 法 设计 的 具体 细节 请 参阅 文献 [de Berg 2000， 
Fortune1987, Guibas1988, WangJY2011]. 


扫描 线 算 法 可 以 视 为 一 种 逐 点 插入 法 ， 可 在 O(nlog n) tht fa] ll O(n) 空间 
内 构造 出 整个 Voronoi 图 。 该 算法 的 缺点 是 所 需 的 数据 结构 比较 复杂 。 


22.33 ”基于 扫描 线 的 逐 点 插入 法 生成 Voronoi 图 


本 节 介绍 一 种 将 扫描 线 法 和 逐 点 插入 法 相 结合 生成 Voronoi 图 的 算法 
[Meng2010]。 该 算法 以 扫描 线 的 方式 从 左 向 右 逐 个 扫描 点 集中 的 站 点 ， 并 在 
扫描 过 程 中 以 增 量 的 方式 生成 所 有 已 扫描 过 的 站 点 的 Voronoi 图 。 对 于 当前 
扫描 到 的 站 点 的 定位 ， 算 法 引入 了 右 凸 链 概念 ， 支 持 简 单 、 快 速 的 定位 。 


1. 右 凸 链 


设 O={q，9，…，gh} 为 一 个 凸 多 边 形 ，7 是 位 于 2 右 侧 的 一 条 垂直 扫 
描 线 〈 如 图 2.8 所 示 )。9O 的 外 部 Voronoi 图 (参见 第 3 章 ) 如 图 2.8 中 虚线 
部 分 所 示 ， 是 一 个 特殊 的 Voronoi 图 : 其 Voronoi 边 位 于 多 边 形 的 外 部 ， 且 垂 
直 于 和 其 相关 联 的 Q 的 边 ; O 的 一 条 边 或 一 个 顶点 的 Voronoi 区 域 上 只 有 两 条 
边 ， 该 区 域 是 开放 的 。 


需要 注意 的 是 ， 这 里 提 到 两 类 Voronoi 图 ， 一 类 是 我 们 要 构造 的 点 集 的 
Voronoi 图 ， 在 构造 过 程 中 会 不 断 生成 新 的 Voronoi Él; 另 一 类 是 凸 多 边 形 的 
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Voronoi 图 ， 用 于 点 的 定位 ， 起 辅助 作用 。 这 里 ， 凸 多 边 形 是 当前 已 扫描 站 
点 集合 的 凸 包 , 其 上 面 的 点 pj; 的 外 部 Voronoi KIRA VR pi) 表 示 op; 在 VD (P) 
中 的 Voronoi 区 域 则 用 VR, (p) 


在 凸 多 边 形 O 中， 我 们 将 那些 外 部 Voronoi 区 域 和 扫描 线 1 相交 的 顶点 
和 边 构 成 的 多 边 形 链 称 为 关于 7 的 右 凸 链 (Right Convex Hull Chain, RCHC). 
如 图 2.8 所 示 ， 多 边 形 链 qs qa qs 为 关于 扫描 线 7 的 一 条 右 凸 链 。 显 然 ， 右 凸 
链 关于 1 是 严格 单调 的 ， 即 垂直 于 7 的 任 一 直线 与 右 凸 链 只 有 一 个 交点 。 


2. 点 定位 


前 面 定义 的 RCHC 主要 用 于 快速 定位 新 扫描 到 的 站 点 q 的 位 置 , 即 在 已 
扫描 站 点 集合 的 Voronoi 图 中 , q 属于 哪 一 个 Voronoi 区 域 。 由 于 RCHC 的 项 
点 或 边 的 外 部 Voronoi 区 域 的 边 是 依次 和 7 相交 的 〈 如 图 2.8 所 示 )， 所 以 可 
以 用 二 分 法 找到 一 个 顶点 pi RR pipi), q 包含 在 VR, (pi) GR VR, ( p; 
pia 中 。 这 个 过 程 的 用 时 为 O(logn)。 如 图 2.9 中 的 多 边 形 链 pi py...pe 是 关 
于 扫描 线 1 的 右 凸 链 ，g 是 1 上 的 一 点 ， 由 于 g 在 pi pp 的 中 点 ps 的 外 部 
Voronoi 区 域 VR。(P3) 的 边 的 下 方 ,因此 接 下 来 只 须 继 续 用 二 分 法 搜索 多 边 形 
链 pipsp3， 最 后 即 可 发 现 g 位 于 VR。(P?) 中 。 


iA 
` 1 
` E 
Mb uer 
i 
prd 
HE 
q4 ^m airo co 
1 
— 
r-- 、 
1 i、 
N 
I 
图 2.8 QO={ qi qz . qe) ff 图 2.9 基于 右 凸 链 查 找 包 含 
关于 7 的 右 凸 链 q 的 Voronoi 区 域 
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下 面 需要 证 明 的 是 ， 如 果 4 位 于 VRP, W ag BAL VR, (pF 


假设 点 集 P={pi, Po rs pw} 位 于 垂直 线 1 的 左 侧 , 其 Voronoi 图 VD (P) 
DHK. AB Vvo Vo so vy (<n) PINE, ABW 
BE vivw...v 是 关于 垂直 扫描 线 1 的 右 凸 链 ; g 是 1 上 一 点 。 


定理 2.1 如果 点 g BET. VRAM, Wg dT VR). 


WERA: 在 RCHC vi v;...v,, f] E Voronoi 图 中 ， 由 于 q MEF VR P, 
所 以 疼 是 RCHC vi v2.. Vm PS q 最 近 的 点 。 


由 于 jas V，Vr1 是 ww (mn) 上 3 个 连续 的 顶点 ，viv,.…v ERR P 
的 凸 包 的 一 部 分 ， 所 以 在 整个 VD (PP, fva vs vis va ZEE 
Voronoi H. HEP, v-t vj ZIÉ Voronoi 371 5j VR, (Co) 的 一 条 垂直 于 六 -1V 
的 Voronoi ZO AT, via 5 v; ZL III] Voronoi 边 与 VR, (vj) 的 一 条 垂直 于 v v 
的 Voronoi HFF. BF yi P 的 凸 包 的 一 个 顶点 ， 所 以 VR, (Ww) 是 开放 的 ， 
因此 可 知 g 必 位 于 VRp@) 中 (如 图 2.10(b)〉 所 示 )。 证 毕 。 


一 旦 确定 q 位 于 VR ODP, RIPER 2.2 可 得 定理 2.2。 


定理 2.2 如果 点 g T VR) (sem), 则 在 VD (PU (q) ) 中 , q 
和 之 间 存 在 Voronoi 边 。 


定理 2.3 ”如 果 点 4 位 于 VRo (yva) (sj 和 om 中 ， 则 在 VD (PU (q) ) 
中 ，gq Al vj q 和 点 vea 之 间 分 别 存在 Voronoi id. 


WEBB: Av vyv 是 VD(P) 的 对 偶 图 DT(P) 中 的 一 个 三 角形 ,垂直 扫描 
BI ERI q SET. VR Oyy Pe WR q EAviv vja 的 外 接 圆 内 ， 那 么 为 了 得 
到 DT(CPU {q} )， 就 需要 将 vivi 用 vg 替代 ， 用 来 构造 两 个 新 的 三 角形 ， 
才能 满足 Delaunay 的 最 大 空 圆 原则 ， 即 每 个 三 角形 的 外 接 圆 内 不 含 其 他 站 
Ai. qv; 5 qv 是 Delaunay 三 角 剖 分 DT(PU (4) ) 中 的 两 条 边 ， 因 此 ， 它 们 
在 VD (PU {q} Yt, q Sv. q 与 Vi 之 间 分 别 存在 Voronoi 边 。 和 否则 ， 如 
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R q EAvivjvja 的 外 接 圆 外 部 ， 设 点 7 是 AvwVvvrl 的 外 接 圆 的 圆心 ， 则 点 7 
必 位 于 线段 Vi 的 垂直 平分 线 上 。 如 果 沿 vyv 的 垂直 平分 线 拉动 点 + 朝 凸 
包 外 的 方向 运动 , 则 以 点 "为 圆心 、 过 点 六 和 点 Vi 两 个 顶点 的 圆 逐 渐变 大 ， 
且 保持 空 圆 特 性 《〈 即 该 圆 内 部 没有 其 他 站 点 ) 直到 遇 到 q (如 图 2.10 Ca) 所 
示 )。 这 时 ， 由 于 qgvy 和 qv 必 是 DTCPU {q}) 的 两 条 边 ， 因 而 在 PU (q) 的 
Voronoi KIP, q filv, q 和 vr 之 间 分 别 存在 Voronoi 边 。 证 毕 。 


在 图 2.10 P, 多 边 形 链 pi ppp 是 关于 直线 I-AA NE, 9 是 1 上 
一 点 。 图 2.10(b) 的 g 在 VR。(p3) 中 ,也 必 在 VRy(p3) 中 。p3g 是 DT(PU (q)) 
中 的 一 条 Delaunay 边 ， 即 在 VD (PU {g}) 中 ，p3、g 之 间 存 在 一 条 Voronoi 
边 。 图 2.10 (a) H q TE VR, (p p) P. XEF, pı q 和 p39 都 是 DT(PU {gq}) 
中 的 Delaunay 边 ， 即 在 VD (PU {q})) 中 ， 点 py 和 gqg、 点 ps Al q 之 间 都 存在 


Voronoi 边 。 


因此 , 对 于 新 扫描 的 一 个 站 点 q, 可 以 先 基于 右 凸 链 在 O (logn) 时 间 内 定 
位 点 q 所 在 的 Voronoi 区 域 , 并 找到 一 条 属于 VD (PU {9}) 中 的 、 5 q 相关 的 
Voronoi WW; 然后 采用 2.2.1 节 中 介绍 的 方法 ， 执 行 局 部 修改 操作 ， 计 算出 4 
的 Voronoi 区 域 ， 即 可 得 到 VD (PU {q})o 


(a) q 在 边 的 Voronoi 区 域 中 (b) q 在 点 的 Voronoi 区 域 中 
图 2.10 q 属于 不 同类 型 站 点 的 Voronoi 区 域 
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3. 更 新 右 凸 链 


设 当前 插入 点 9 VA VR, (por. 并 已 经 计算 出 VD (PU {q}, 则 根据 前 
面 的 分 析 ，gpi; 为 DT(PU {qj) 中 的 一 条 边 ， 即 q. p; ZEE Voronoi 边 。 计 
算出 的 g 的 Voronoi 区 域 肯定 是 开放 的 , 且 有 两 条 开放 的 Voronoi 边 。 设 这 两 
条 开放 的 Voronoi 边 分 别 是 Fl pj q 和 pi 之 间 的 Voronoi 边 ， 容 易 证 明 ，g 
与 点 集 P 的 凸 包 的 切线 必 相 切 于 py 和 pi CON 2.11 中 的 点 ps 和 pa)。 因 此 ， 
算法 在 计算 VD (PU {9}) 时 就 可 计算 出 新 的 右 凸 链 。 


1 


» 
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图 2.11 右 吓 链 原 为 pppspa， BUS pia Pa 

4. 算法 描述 

算法 首先 对 给 定 的 站 点 按 x 方 自由 小 到 大 排序 ， 如 果 方 向 x 相同 则 按 y 
方向 排序 ， 得 到 点 pis pas ss pss 然后 取 点 pis pos pss 构造 它们 的 Voronoi 
图 ， 并 计算 初始 的 右 凸 链 RCHC; 接着 依次 插入 后 面 的 每 一 个 站 点 pk， 并 基 
于 RCHC 计算 包含 点 pk 的 Voronoi 区 域 。 设 pi 落 在 VR (p), W pe pi 为 
DT(PU {py ) 的 一 条 边 ; 最 后 ,计算 VD (PU {px})， 并 更 新 RCHC。 当 所 有 站 
点 都 处 理 完 后 ， 即 得 到 整个 输入 站 点 集 的 Voronoi 图 。 


算法 2.2 CreateVD (P) 一 一 基于 扫描 线 的 逐 点 插入 法 生成 Voronoi 图 
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输入 : 含有 n(n 大 3)(n) 个 平面 离散 点 的 集合 P. 
输出 : VD (P)。 
CD 如 果 n<3， 则 返回 。 


(2) 对 给 定 的 站 点 按 x 方 向 由 小 到 大 排序 ， 如 果 方 向 x 相同 则 按 y 方 向 
排序 ， 得 到 点 集 po pe oc pa 


(3) 构造 点 pi. pos pil] Voronoi 图 。 


(4) 计算 初始 的 右 凸 链 RCHC. // RCHC 有 可 能 是 其 中 的 3 个 点 或 2 


(5) for (k=4; k & mi k- kl) ( 
(6) 基于 RCHC 用 二 分 法 查找 包含 点 pi 的 Voronoi 区 域 。 


CD WR pE VRP, MHR pA vi ZH VD (PU {pH ) 的 Voronoi 
We Heh, vy RCHC 的 一 个 顶点 。 


(8) 如 果 pi (E VR, (vvi) F 计算 pi 5 5 Vis px 5 Vi+1l 之 间 的 
VD(PU {py ) 的 Voronoi 边 。 


(9) 根据 上 面 的 Voronoi 边 ， 采 用 2.2.1 节 中 介绍 的 方法 计算 VR, (pp 
并 计算 得 到 VD (PU (pid). 


(10) 计算 新 的 RCHC 。 
C11) ) 


图 2.12 给 出 了 一 个 计算 平面 点 集 的 Voronoi 图 的 例子 。 排 序 后 的 序列 
X: pis Pp» > pı CON 2.12 Ca) 所 示 )。 图 2.12 CO 给 出 了 点 po p» 
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p: ÍÉ Voronoi 图 和 Delaunay 三 角 网 格 ， 其 RCHC W ps p». Kl 2.12 Cc) ~ 
图 2.12 Ce) 给 出 了 计算 点 pp pr pss pall) Voronoi 图 的 过 程 ， 以 及 最 后 
得 到 的 RCHC p; papos K 2.12 CD ~ 图 2.12 (g) 给 出 了 计算 点 po p» p» 
p4，ps 的 Voronoi 图 的 过 程 ， 以 及 最 后 得 到 的 RCHC pspapse [E 2.12 Ch) 
给 出 了 计算 点 pl，p2，p3，p4，ps，ps 的 Voronoi 图 的 过 程 ， 以 及 最 后 得 到 
的 RCHC pe ps» KI 2.12 G) ~ 图 2.12 G) 给 出 了 计算 得 到 的 点 pi, Po -o 
pP7 的 Voronoi 图 。 


e 
pe ps 
e e 
ne Ps e 
B o - m 
(a) 排序 后 的 平面 点 集 (b) A pis Po Ps 的 Voronoi Kl 


和 Delaunay = ff %14) 


(c) 查找 包含 点 p, If] Voronoi 区 域 (d) 计算 VR(pj)If] Voronoi i 


图 2.12 算法 过 程 示 意图 
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Pj 
" 2 
E 
! e 
p: 
€ p 
(e) Pr Pz Ps» pi IJ Voronoi 图 (£) 查找 包含 点 ps 的 Voronoi 区 域 


和 Delaunay 三 角 剖 分 


(e) 计算 VR(ps) 的 Voronoi i (h) 计算 VR(pe 的 Voronoi 边 


(i) 计算 VR(p7) 的 Voronoi 边 (j) 整个 点 集 的 Voronoi 图 
图 2.12 (08D 
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2.24 基于 GPU 生成 Voronoi 图 


由 于 GPU 的 飞速 发 展 ，GPU 通 用 计算 (General Purpose GPU) 也 成 为 
一 个 热门 的 领域 ， 出 现 了 很 多 基于 GPU 的 Voronoi 图 算法 。 如 Ho 人 在 1999 年 
提出 一 种 基于 GPU 计算 二 维 Voronoi 图 的 算法 ， 以 每 个 站 点 为 顶点 画 一 个 圆 
锥 体 ， 这 些 圆锥 体 正 投影 到 平面 上 即 得 到 Voronoi 图 。 这 个 算法 线性 依赖 于 
所 有 圆锥 体 的 三 角 面 片 数目 [Hoffl999]。Denny 在 2003 年 提出 上 述 算 法 的 改 
进 ， 将 每 个 站 点 的 圆锥 体 替 换 为 一 个 深度 纹理 ， 从 而 得 到 了 更 好 的 质量 和 
更 快 的 速度 [Denny2003]。 


这 里 ， 我 们 主要 介绍 JFA (Jump Flooding Algorithm) 算法 [Rong2006]， 
该 算法 的 主要 思路 是 : 首先 ， 将 给 定 区 域 进行 像素 离散 化 ， 表 示 为 一 张 二 维 
纹理 ， 其 中 每 个 像素 存储 了 它 的 坐标 以 及 最 近 站 点 的 ID， 每 个 纹理 单元 都 有 
r、g、b、a 由 个 通道 ， 我 们 用 其 x 、g 通道 记录 站 点 的 位 置信 息 ， 如 果 
当前 纹理 单元 中 没有 站 点 ， 则 其 x 、g 通道 可 记 为 (-1，-1) ; 然后 ， 算 法 
将 每 个 站 点 映射 到 相应 的 像素 中 ， 并 将 站 点 信息 扩散 传递 到 其 周围 的 像素 。 
扩散 过 程 在 GPU 上 并 行 执行 ， 因 此 算法 时 间 不 依赖 于 站 点 个 数 ， 而 只 与 输出 
图 像 的 分 辨 率 有 关 。 


这 个 过 程 是 通过 Flooding 的 思想 来 实现 的 。 在 初始 化 中 , 一 般 将 步 长 大 设 
置 为 2 的 指数 倍 ， 如 2fes"1 ， 例 如 给 定 一 个 站 点 (x ，y)， 在 第 一 次 Flooding 
的 时 候 ， 在 顶点 程序 中 计算 它 的 相 邻 单元 (x+i yj) KW 
i,j e Ck,0,k) ， 在 片段 程序 中 相 邻 单元 计算 与 传 来 站 点 的 距离 ， 并 将 此 距离 
与 当前 它 记 录 的 最 短 距离 相 比 ， 取 最 小 值 ,更 新 最 近 站 点 的 信息 。 依 此 类 推 ， 
每 次 值 减 半 ， 直 到 k=1。 图 2.13 示意 了 JFA 算 法 如 何 从 左下 角 的 一 个 站 点 
始 ， 通 过 三 次 迭代 填充 一 张 8X 8 的 纹理 。 
| | 


| 
FH Ae | 
| 
| 
| 


k4 i2 kl 
=> = 


(a) 初始 站 点 (b) 1 次 Hlooding (c) 2 次 Flooding (d) 3 次 Flooding 
图 2.13 下 A 算法 的 迭代 过 程 
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JFA 算法 不 但 适 于 平面 点 集 的 Voronoi 图 计算 ， 也 适 于 一 般 单 元 如 线段 、 
弧 等 [Yuan2011], 并 可 用 于 重心 Voronoi 图 的 计算 [Rong2011]。 重心 Voronoi 
到 的 相关 介绍 参见 第 5 章 。 

2.2.5 ”基于 网 格 生长 的 Delaunay 三 角 齐 分 

Fang 和 Piegl 基于 网 格 实现 了 离散 点 集 的 Delaunay 三 角 痢 分， 将 
Delaunay 顶点 的 搜索 限制 在 局 部 范围 内 , 速度 较 快 ; 并 对 随机 点 集 测试 表明 ， 
时 间 复 杂 度 呈 近 似 线性 [Fang1993]。 


该 算法 的 大 致 步骤 如 下 。 


RH 


(1) 构造 均匀 网 格 。 

(20 将 各 站 点 置 入 相应 的 网 格 单元 。 

(3) 计算 初始 站 点 和 初始 边 ， 保 证 该 初始 边 为 一 条 Delaunay 边 。 

(4) 基于 均匀 网 格 ， 根 据 最 大 空 圆 特性 快速 查找 当前 Delaunay 边 的 
Delaunay 顶点 。 

(5) 选择 新 的 当前 Delaunay 边 ， 重 复 上 面 的 步骤 (4)， 直 到 找 出 所 有 的 
Delaunay 三 角形 为 止 。 


下 面 主要 介绍 步骤 (1) 一 步骤 (4) 如 何 实现 。 


1. 构造 网 格 


对 于 给 定 的 平面 离散 站 点 集合 P={ pi， pr «++ Du) 其 中 站 点 p= Co， 
攻 ， 算 法 把 站 点 所 在 的 平面 区 域 划 分 成 均匀 网 格 ， 使 网 格 单元 数 和 站 点 数 大 
致 相同 。 

履 盖 书 的 均匀 网 格 的 构造 过 程 如 下 。 

(1) 首先 计算 书 的 包围 盒 。 
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(2) 利用 下 式 计算 网 格 单元 的 大 小 : 


人 
size 三 一 
n 


Jub. Xo. Xu Yan Los 2ORAEGLEL EU X Y 的 最 大 最 小 值 。 


G) PR ee ft a PE PH TCU I, RISE P 的 一 
个 均匀 网 格 ， 其 在 x、y 方 向 上 网 格 单元 数 为 : 


Fe = (i ^ Yrs zi (In e Jt 
size size 


2. 将 各 站 点 置 入 相应 的 网 格 单元 
根据 站 点 的 坐标 值 ， 将 其 放 入 相应 的 网 格 单元 中 。 


为 了 把 每 一 个 站 点 放 入 一 个 且 只 一 个 网 格 单元 中 ， 对 每 个 站 点 
Pi = Gu y) 执行 下 列 操作 。 
CD P cat = int{ 5 con, (108) 
size 


(2) 如 果 单 元 (cell; ，cell; ) 是 空 的 ， 则 把 站 点 (x;，yy;) 放 入 。 


(3) 如 果 单 元 (cel1; ，cellj ) 中 已 经 有 站 点 ， 则 检查 是 否 是 重合 的 站 点 。 
a) 如 果 当 前 站 点 与 单元 中 已 有 的 站 点 重合 ， 则 忽略 该 站 点 。 
b) 和 否则， 把 该 站 点 放 入 单元 中 。 

这 样 , 每 一 个 数据 点 属于 且 只 属于 一 个 网 格 单元 , 并 且 自 动 消除 了 重合 点 。 


3. 计算 初始 站 点 和 初始 边 


在 靠近 中 间 的 网 格 单元 中 找到 一 个 初始 站 点 ， 然 后 找 一 个 距离 该 初始 站 
点 最 近 的 站 点 ， 并 形成 一 条 有 向 边 ， 称 为 初始 边 ， 其 方向 为 从 初始 站 点 到 其 
最 近 站 点 。 根 据 性 质 2.2 知 ， 这 条 边 为 一 条 Delaunay id. 
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C1) 找 初始 站 点 
尽管 初始 点 可 以 从 任何 站 点 开始 ， 但 为 了 提高 效率 ， 算 法 选择 位 于 网 格 
中 心 附近 的 站 点 作为 初始 点 。 


S cell; =LXes/2]; cell; =LFes/2]。 如 果 单 元 (ce1 ，cell;) 中 存在 站 点 ， 
则 选取 其 中 一 个 作为 初始 点 ， 和 否则 搜索 相 邻 的 单元 并 选取 其 中 一 个 作为 初 
始点 。 


(2) 计算 初始 边 
在 得 到 初始 点 pl 后， 使 用 下 面 的 方法 寻找 其 最 近 点 ， 计 算 初 始 边 。 
DBF qin 赋 一 个 比较 大 的 初始 值 , 这 里 令 其 为 包围 盒 的 对 角 线 的 长 度 ; 


Q) 如 果 包 含 初始 站 点 的 单元 中 含有 一 个 以 上 的 站 点 ， 则 寻找 其 中 距离 
户 最 近 的 站 点 ， 计 算 这 两 点 之 间 的 距离 g ， 如 果 q <dyins Wd =d ; 


© 按 一 定 的 行列 顺序 搜索 相 邻 的 单元 。 


从 pi 到 靠近 pi 的 网 格 边 画 一 条 垂 线 ; 如 果 垂 线 的 长 度 小 于 dwin， 则 搜索 
这 一 行 或 列 ;， 否则， 把 这 个 方向 〈 为 上 、 下 、 左 、 右 之 一 ) 标记 为 无 效 方向 
(因为 沿 这 个 方向 搜索 的 网 格 单元 中 的 站 点 到 p 的 距离 大 于 等 于 qi ,根据 
性 质 2.2， 该 站 点 和 pi 之 间 的 边 不 是 Delaunay 边 )。 如 果 发 现 了 站 点 ， 计 算 
其 到 pi 的 距离 4 ， 如 果 q < qnw， 则 qm = ; 当 所 有 方向 都 被 标记 为 无 效 
方向 时 ， 停 止 搜索 (因为 所 有 在 未 搜索 行列 中 的 站 点 到 p, 的 距离 都 大 于 
don )。 由 于 点 集中 站 点 数 n>2， 所 以 该 方法 最 后 可 以 找到 初始 边 。 根 据 性 
质 2.2， 初 始 边 是 Delaunay 边 。 


4. 构造 Delaunay 三 角形 


设 当 前 处 理 的 边 (有 向 边 ) W pip,» AAW, BRERA 
的 两 个 端点 所 形成 的 角 中 角度 最 大 的 站 点 。 然 后 扫描 这 个 站 点 与 当前 边 所 形 
成 三 角形 的 外 接 圆 所 鹤 盖 的 区 域 。 如 果 外 接 圆 内 存在 一 个 站 点 ， 计 算 这 个 新 
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站 点 和 当前 边 所 形成 三 角形 的 外 接 圆 ， 再 扫描 新 外 接 圆 所 履 盖 的 区 域 ， 直 到 
新 找到 的 站 点 与 当前 边 所 形成 三 角形 的 外 接 贺 所 覆盖 区 域内 没有 站 点 为 止 。 
根据 性 质 2.2 知 ， 最 后 查找 得 到 的 站 点 与 这 条 边 所 形成 的 三 角形 即 为 
Delaunay 三 角形 。 


具体 地 ， 为 了 寻找 第 三 点 p, ， 使 三 角形 人 PiPjPr 为 Delaunay 三 角形 ， 
即 满足 最 大 空 圆 特 性 ， 


(D E pp 的 右边 搜索 ， 寻 找 单元 (i， 刻 ) 和 (i ， 刻 )， 这 两 个 单元 或 
是 端点 p, 、pj 所 在 的 单元 或 是 它们 的 直接 相 邻 的 单元 。 可 以 通过 p,p, 5 p; Br 
在 单元 的 底线 相交 计算 ， 交 点 所 在 单元 的 列 下 标 为 ho K, M pj 所 在 
单元 的 右边 网 格 线 计算 j, ， 交 点 所 在 单元 的 行 下 标 为 i (如 图 2.14 所 示 )。 


图 2.14 寻找 Delaunay 顶点 


(2) 这 样 ， 形成 了 由 单元 覆盖 的 三 角形 区 域 。 该 单元 三 角形 的 顶点 是 (hi ， 
AD Go h) o h) WIKEN, EAN ARAR HEA 
单元 。 在 对 角 线 方向 选择 与 直线 p,p, 相交 的 单元 。 

(3) 检查 区 域内 的 每 一 个 单元 ， 从 (i ， 亡 ) 开 始 搜索 每 一 列 ， 往 左 移动 
直到 (i ， 广 )。 这 样 ， 首 先 搜索 的 单元 最 有 可 能 包含 所 要 求 的 站 点 ， 使 生成 
的 三 角形 在 第 三 站 点 的 角度 最 大 ， 尽 可 能 接近 于 等 角 三 角形 。 


(4) 如 果 步 又 (GO 发 现 了 多 个 站 点 ， 则 选择 给 出 最 大 角 的 站 点 ， 如 果 
没有 发 现 站 点 , WENG -k> fk BIG, k, jtk YRR, MAG -k 
万 二 天) 到 (+ 大 ， 万 + 大) 搜索 列 (上 =1，2，…)， 直 到 发 现 站 点 为 止 。 
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(5) 通过 这 三 个 站 点 作 外 接 圆 ， 在 获得 第 一 个 圆 后 ， 继 续 在 圆 所 履 盖 的 
网 格 单元 中 搜索 ， 做 同样 的 处 理 ， 即 选择 具有 最 大 角 的 站 点 。 计 算 该 站 点 与 
当前 边 所 形成 的 三 角形 的 外 接 圆 ， 如 果 在 该 外 接 圆 所 履 盖 的 网 格 单元 中 都 搜 
索 完 以 后 ， 没 有 发 现 其 他 站 点 ， 则 说 明 该 站 点 是 要 找 的 站 点 ， 形 成 的 三 角形 
为 Delaunay 三 角形 ， 这 时 停止 搜索 。 


动态 修改 圆 是 这 个 算法 的 关键 部 分 , 因为 搜索 局 限于 靠近 边 p,p, 的 部 分 
进行 , 一般 只 用 儿 步 就 可 找到 点 。 如 果 边 pp, 是 水 平 的 或 垂直 的 ， 可 以 使 用 
简单 的 包围 盒 代替 三 角形 。 


5. 算法 正确 性 证 明 


下 面 证 明 这 个 算法 可 产生 有 效 的 Delaunay 三 角形 ， 即 对 于 每 一 个 计算 得 
到 的 三 角形 ， 其 外 接 圆 内 不 含 任何 其 他 站 点 。 由 于 算法 只 是 搜索 每 条 边 的 右 
边 ， 这 样 可 以 保证 该 边 的 右边 在 外 接 圆 内 没有 其 他 站 点 《既然 算法 使 用 具有 
最 大 角 的 站 点 ， 在 圆 内 该 边 的 右边 没有 站 点 )。 但 是 这 里 还 需要 证 明 在 外 接 圆 
内 该 边 的 左边 也 没有 其 他 站 点 。 


图 2.15 中 ，4 为 起 始点 ，B 是 距离 4 最 近 的 站 点 ， 因 此 对 于 任何 与 边 
AB 构成 三 角形 的 其 他 点 C，|4B|<|4Cl， 故 和 4CB<Z ABC, Z ACB<90°, 
KE C 的 弧 AB 小 于 半圆 弧 。 如 果 在 A4BC 的 外 接 圆 内 有 一 站 点 D 且 位 于 
AB 的 左边 ， 则 |4D|<I4B|， 这 与 B 是 距离 A 最 近 的 站 点 矛盾 。 因 此 在 A4BC 
的 外 接 圆 内 不 含 任何 其 他 站 点 。 


找到 第 一 个 Delaunay 三 角形 4BC 以 后 , 以 4C 为 起 始 边 继续 在 4C 的 右 
边 寻找 第 三 站 点 D， 根 据 算 法 中 使 用 的 搜索 原则 ， 可 以 保证 在 人 4CD 的 外 
接 圆 内 AC 的 右边 没有 其 他 站 点 ， 但 是 同样 需要 证 明 在 A4CD 的 外 接 圆 内 
4C 的 左边 也 没有 其 他 站 点 。 


如 图 2.16 所 示 ， 因 为 DD 在 圆 4BC 的 外 边 ， 所 以 圆 ACD 与 AC 的 垂直 平 
分 线 的 交点 0 一 定位 于 圆 ABC 的 外 面 且 与 点 己 〈 圆 4BC 与 AC 的 垂直 平分 
线 的 交点 ) 在 4C 的 同一 侧 ， 和 否则 点 也 或 者 在 圆 4BC 内 或 者 在 AC 的 左边 ， 
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都 会 出 现 矛 盾 。 因 此 弧 AOC 的 补 弧 全 部 包含 在 圆 4BC 内 ， 且 在 4C 的 左边 。 
由 于 圆 ABC 内 不 含 任何 数据 点 ， 因 此 在 ACD 的 外 接 圆 内 AC 的 左边 也 没有 
数据 点 。 


依 此 类 推 ， 可 以 确定 该 算法 生成 的 三 角形 是 Delaunay 三 角形 。 


图 2.15 初始 三 角形 图 2.16 构造 第 二 个 三 角形 
2.3 应 用 实例 


2.3.1 半 色 调 图 像 生成 


一 般 地 ， 我 们 在 屏幕 上 编辑 的 图 像 常 常 是 连续 色调 的 〈 如 图 2.17 Ca) 
所 示 )。 而 对 于 图 像 的 印 制 来 说 ， 一 个 墨 点 在 印刷 品 上 或 有 或 无 ， 并 且 墨 点 
总 是 相同 的 单一 的 颜色 。 因 此 ， 如 何 使 用 单一 的 颜色 (黑色 ) 模仿 出 百 余 
种 灰 度 等 级 ， 或 只 用 儿 种 颜色 如 印刷 中 的 四 色 青 、 品 、 黄 、 黑 ) 模仿 出 
儿 百 万 种 颜色 ， 成 为 图 像 印 制 输出 中 的 一 个 关键 问题 。 


将 连续 色调 的 图 像 转化 为 二 值 图 像 的 技术 被 称 为 半 色 调 技术 。 照 片 、 图 
画 等 连续 色调 图 像 在 进行 大 批量 印刷 之 前 必须 要 离散 为 半 色 调 形式 ， 工 业 上 
称 之 为 挂 网 。 数 字 半 色 调 技术 是 由 传统 的 半 色 调 技术 发 展 而 来 的 。 其 中 误差 
扩散 是 常用 的 一 种 半 色 调 技术 。 传 统 的 误差 扩散 是 把 一 个 像素 的 量化 误差 扩 
散 给 相 邻 的 像素 ， 使 像素 的 量化 误差 在 另外 的 像素 中 得 到 补偿 。 误 差 扩散 技 
术 存 在 的 一 个 主要 问题 是 固定 的 误差 传播 模式 会 在 灰 度 平坦 的 地 方 和 平滑 的 
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灰 度 梯度 图 中 生成 规则 的 周期 图 案 。 在 印染 、 印 刷 行业 中 ， 考 虑 到 印 制 所 用 
油墨 与 染料 、 印 制 扩散 、 印 制 速度 、 印 制 材料 等 原因 ， 常 用 数字 半 色 调 技术 
先生 成 聚合 网 屏 〈 拌 动 矩阵 )， 根 据 聚 合 网 屏 中 设 定 的 阔 值 再 决定 输出 的 图 像 
E ERRA) 一 实际 挂 网 时 ， 是 把 产生 的 随机 聚合 网 屏 共 加 在 图 像 上 ， 把 随 
机 聚合 网 屏 作为 一 个 冰 值 矩阵 ， 与 原 图 像 进行 比较 ， 产 生 输出 的 位 图 图 像 。 


(a) 连续 色调 图 像 (b) (a) 的 AM 半 色 调 图 像 (c) (a) 的 FM 半 色 调 图 像 
图 2.17 连续 色调 图 像 及 其 半 色 调 图 像 


数字 半 色 调 设备 ， 如 激光 打印 机 和 激光 照排 机 ， 它 们 只 能 产生 固定 大 小 
的 点 ， 称 之 为 元 素 点 。 元 素 点 与 半 色 调 网 点 、 图 像 分 状 率 所 指 的 点 都 不 相同 。 
JCA (Printer Dots 或 Points) 指 输出 设备 所 能 描绘 的 最 小 点 单元 ， 它 是 最 小 
单位 元 素 ， 它 的 大 小 可 以 从 输出 设备 的 输出 分 辩 率 中 看 出 。 半 色调 网 点 
CHalftone Dots) 是 由 元 素 点 组 成 的 ， 但 不 一 定 只 有 一 个 元 素 点 。 为 了 模仿 出 
各 种 不 同 大 小 的 半 色 调 网 点 ， 输 出 设备 将 固定 大 小 的 元 素 点 放 入 每 个 半 色 调 
网 格 中 。 半 色调 网 格 和 加 在 图 像 上 ， 产 生 半 色调 网 点 。 按 照 网 点 的 分 布 规 律 ， 
数字 半 色 调 也 可 以 分 成 三 大 类 : 调幅 挂 网 、 调 频 挂 网 、 调 幅 调 频 混合 挂 网 。 
调幅 网 屏 是 在 一 个 规则 的 网 格 中 均匀 地 放置 各 种 尺寸 的 网 点 (一 簇 点 )， 网 点 
之 间 的 距离 保持 固定 不 变 ， 用 变化 网 点 大 小 的 方法 来 模拟 不 同 的 色调 ， 较 大 
的 网 点 处 产生 暗色 调 ， 较 小 的 网 点 处 产生 亮色 调 。 如 图 2.17 Cb) 给 出 了 这 种 
技术 产生 的 图 2.17 Ca) 中 图 像 的 半 色 调 图 像 。 这 种 方法 的 缺点 是 规则 的 网 屏 
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图 案 在 印刷 中 会 产生 明显 的 干扰 图 案 ， 不 同 角度 和 频率 的 网 屏 车 加 时 会 产生 
鱼 纹 (Moirés)。 调 频 网 屏 则 是 网 点 的 大 小 (幅度 ) 不 变 ， 变 化 的 只 是 网 点 出 
现 的 频率 ， 以 网 点 的 跑 密 来 表现 颜色 的 深浅 ， 颜 色 深 则 网 点 密 ， 颜 色 浅 则 网 
点 跑 ， 网 点 密度 高 的 区 域 表 现 暗色 调 ， 而 网 点 密度 低 的 区 域 表 现 亮 色调 。 如 
图 2.17 Ce) 给 出 了 这 种 技术 产生 的 图 2.17 (a) 中 图 像 的 半 色 调 图 像 。 调 频 网 
屏 可 以 有 效 地 避免 网 屏 释 加 时 干扰 图 案 和 云 纹 现象 的 发 生 。 较 之 调幅 网 屏 ， 
调频 网 屏 使 用 的 网 点 要 小 得 多 ， 可 表现 更 加 丰富 的 颜色 及 灰 度 过 渡 层 次 以 及 
图 像 细 节 。 调 幅 调频 混合 网 屏 则 是 将 大 小 不 同 的 网 点 放置 在 随机 的 位 置 ， 以 
取得 更 好 的 效果 。 调 频 网 屏 和 调幅 调频 混合 网 屏 都 称 为 随机 网 屏 (Stochastic 
Screening)。 但 是 随机 网 屏 需 要 用 复杂 的 算法 来 决定 网 点 的 位 置 ， 既 要 有 随机 
性 ， 又 不 能 造成 视觉 上 的 颗粒 化 。 虽 然 这 种 技术 有 着 很 大 的 市 场 潜力 ， 但 是 
由 于 算法 占用 内 存 多 、 计 算 量 大 ， 因 此 要 求 输出 设备 有 很 高 的 计算 性 能 。 


本 节 介 绍 一 种 基于 Delaunay 三 角 训 分 的 随机 聚合 网 屏 的 生成 算法 
[Tu2000，Pan2001]。 算 法 在 随机 聚合 网 屏 的 生成 过 程 中 ,根据 随机 网 屏 中 网 
点 的 分 布 特点 ， 对 放置 的 平面 点 集 进 行 快 速 Delaunay 三 角 剖 分 ， 提 高 了 网 屏 
生成 的 速度 。 

算法 包含 以 下 三 个 主要 步骤 。 


(1) 在 大 抖动 矩阵 内 随机 放置 网 点 ， 获 得 网 点 中 心 。 


(2) 对 网 点 中 心 进行 Delaunay = ff Hl) 4. 
(3) 填充 网 点 ， 产 生 随 机 聚合 网 屏 。 
1. 随机 放置 网 点 


为 了 得 到 抖动 矩阵 内 所 有 网 点 中 心 位 置 的 空间 分 布 ， 首 先 把 拌 动 矩阵 的 
所 有 元 素 标记 为 自由 元 素 ， 然 后 沿 着 一 条 能 遍历 抖动 矩阵 所 有 元 素 的 访问 路 
径 访 问 每 一 个 元 素 。 当 遇 到 一 个 自由 元 素 时 ， 以 该 元 素 为 中 心 放 置 一 个 半径 
Ar WARE Cr 的 大 小 应 根据 印刷 过 程 和 印刷 材料 来 决定 ， 一 般 有 一 个 变化 
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范围 ， 由 用 户 选择 )， 并 把 这 个 圆 盘 覆盖 的 所 有 元 素 标记 为 占用 元 素 。 由 于 
这 条 访问 路 径 能 遍历 所 有 的 矩阵 元 素 ， 最 后 整个 算 阵 就 由 部 分 重 鳃 的 圆 盘 所 
履 盖 。 所 有 圆 盘 的 中 心 构成 了 网 点 的 中 心 。 


在 抖动 矩阵 内 放置 网 点 时 ， 一 般 应 该 遵循 下 列 要 求 。 


(1) 应 避免 出 现 低频 成 分 ， 即 在 绘制 的 网 屏 图 案 中 最 具 代 表 性 的 频率 应 
当 和 网 点 周期 相对 应 。 


(2) 在 绘制 的 网 屏 图 案 中 频率 应 当 是 等 方向 性 的 ， 即 不 应 当 在 某 个 方向 
有 较 强 的 网 屏 频 率 。 


G) 由 于 产生 的 抖动 矩阵 可 能 只 履 盖 图 像 的 一 部 分 ， 当 沿 水 平和 垂直 方 
向 重复 时 ， 应 当 不 间断 地 歼 盖 整个 图 像 ， 因 此 抖动 矩阵 在 边界 处 应 连续 ， 即 
和 矩阵 应 当 在 水 平和 垂直 方向 能 够 环绕 起 来 。 


为 了 满足 上 述 网 点 分 布 CI) 和 C2) 的 要 求 ， 采 用 了 一 种 称 为 随机 空间 
填充 曲线 的 访问 路 径 。 首 先 构 造 一 个 包含 拌 动 矩阵 所 有 元 素 坐 标 值 ( x，y) 
的 元 素 表 ， 其 中 元 素 按 抖 动 矩阵 的 行列 顺序 排序 ， 然 后 随机 选取 有 序 表 中 的 
两 个 元 素 进行 交换 ， 经 过 大 量 的 随机 交换 以 后 ， 元 素 的 排列 次 序 完全 随机 ， 
这 个 有 序 元 素 表 可 以 看 作 一 条 随机 空间 填充 曲线 。 在 抖动 矩阵 中 相 邻 的 元 素 
在 随机 空间 填充 曲线 中 一 般 不 会 相 邻 ， 访 问 元 素 的 顺序 不 会 对 称 ， 产 生 的 网 
点 中 心 分 布 是 等 方向 性 的 , 而 且 , 低频 成 分 比 在 旋转 Hilbert 空间 填充 曲线 中 
更 不 显著 。 


为 了 满足 上 述 网 点 分 布 (3) 的 要 求 ， 为 了 使 抖动 矩阵 在 边界 处 保持 连 
续 ， 在 沿 随机 空间 填充 曲线 放置 圆 盘 时 ， 可 以 采用 补 点 的 方法 。 

(1) 如 果 一 个 圆 盘 全 部 落 在 抖动 矩阵 内 部 ， 则 把 所 履 盖 的 拌 动 矩阵 元 素 
全 部 标记 为 占用 元 素 。 

(2) 如 果 一 个 圆 盘 部 分 履 盖 抖动 矩阵 的 元 素 ， 则 把 所 履 盖 的 抖动 矩阵 元 素 
标记 为 占用 元 素 ， 把 圆 盘 落 在 抖动 矩阵 上 面 的 部 分 补 在 抖动 矩阵 的 下 边 ， 并 且 
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把 这 一 部 分 履 盖 的 抖动 矩阵 元 素 也 标记 为 占用 元 素 。 用 同样 的 方法 处 理 圆 盘 落 
在 抖动 矩阵 下 面 、 左 边 、 右 边 、 左 上 角 、 右 上 角 、 左 下 角 、 右 下 角 的 部 分 。 


如 图 2.18 所 示 ， 左 图 是 没有 补 点 的 情况 ， 中 间 图 是 在 上 、 下 、 左 、 碳 、 
左上 角 补 点 的 示意 图 ， 右 图 表示 了 右上 角 补 点 的 情况 。 经 过 补 点 以 后 ， 产 生 
的 网 点 中 心 分 布 如 图 2.19 所 示 。 图 2.20 列 出 了 其 相应 的 Fourier 频谱 图 。 从 
其 Fourier 频谱 图 可 以 看 出 ， 沿 随机 空间 填充 曲线 得 到 的 网 点 中 心 分 布 是 等 
方向 性 的 ， 也 没有 显著 的 低频 成 分 。 


w 


rN 
图 2.18 补 点 的 情况 


图 2.19 网 点 中 心 的 分 布 图 2.20 网 点 中 心 的 分 布 的 Fourier 频 谱 图 
2. 对 网 点 中 心 集合 进行 Delaunay = AFD 


为 了 获得 每 一 个 网 点 的 最 大 履 盖 区 域 ， 对 上 面 产生 的 网 点 集 实 施 
Delaunay 三 角 放 分 ， 然 后 产生 每 一 个 网 点 的 最 大 禾 盖 区 域 。 


为 了 保证 抖动 矩阵 在 边界 处 连续 ， 这 里 同样 采用 了 补 点 的 方法 。 把 抖动 
憩 阵 上 面 的 一 部 分 《这 里 取 拌 动 矩 阵 高 的 四 分 之 一 ) 补 在 抖动 矩阵 的 下 边 ; 
把 拌 动 矩阵 下 面 的 一 部 分 〈 这 里 取 抖 动 矩 阵 高 的 四 分 之 一 ) 补 在 抖动 矩阵 的 
上 边 ; 把 拌 动 矩阵 左面 的 一 部 分 (这 里 取 拌 动 垂 阵 宽 的 四 分 之 一 ) 补 在 抖动 
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下 角 、 右 下 角 的 部 分 。 如 图 2.21 所 示 为 网 点 中 心 三 角 剖 分 的 结果 ， 图 2.22 
表示 了 三 角 剖 分 后 矩阵 的 连续 性 。 


EIA 


CERO 


[S LX 


图 221 Ipfa i222 三 角 剖 分 后 矩阵 的 连续 性 图 2.23 网 点 中 心 的 Voronoi 图 


3. 生成 随机 聚合 网 屏 


我 们 把 一 个 网 点 的 覆盖 区 域 定义 为 由 三 角形 的 重心 和 各 条 边 中 点 的 连 
线 所 围 成 的 区 域 ， 即 其 Voronoi 区 域 ， 如 图 2.23 所 示 。 三 角形 的 重心 为 灰 度 
值 最 大 的 点 ， 网 点 中 心 为 灰 度 值 最 小 的 点 。 


围绕 每 一 个 网 点 中 心 ， 根 据 要 求 的 灰 度 级 产生 等 灰 度 区 域 ， 按 照 灰 度 值 
从 小 到 大 的 顺序 、 以 适当 的 比例 填充 三 角形 内 的 等 灰 度 区 域 。 因 为 两 个 相似 
三 角形 的 面积 之 比 等 于 对 应 边 之 比 的 平方 ， 等 灰 度 区 域 和 三 角形 边 的 交点 的 
位 置 可 以 根据 下 面 的 方法 计算 。 

如 图 2.24 所 示 ，4、B3、C 为 相 邻 的 三 个 网 点 中 心 ， 点 D 是 三 角形 的 重 
D, AE F 14) Se = fa eid AB. AC. BC 的 中 点 。 可 以 证 明 三 角形 人 DEF 
的 面积 是 三 角形 人 AEF 的 面积 的 三 分 之 一 , A DEF 内 的 灰 度 级 是 整个 网 屏 
灰 度 级 的 四 分 之 一 : 人 AEF 内 的 灰 度 级 是 整个 网 屏 灰 度 级 的 四 分 之 三 。 例 
如 ,点 DD 的 灰 度 级 为 255, 点 4 为 的 灰 度 级 为 0, 则 点 五 下 的 灰 度 级 为 192。 
再 在 AE M AF ERA G IH. 4 s/s-|AGIAE|FAHIAF|, rp s 表示 人 AEF 
的 面积 ，s; 表 示 作 4GH 的 面积 。 这 里 ， 令 线段 GH 平行 于 线段 Er， 在 指定 
si/s 值 的 情况 下 ， 即 指定 灰 度 比例 的 情况 下 ， 由 上 面 公 式 即 可 得 到 点 G 的 坐 
标 和 互 的 坐标 。 同 样 ， 按 照 上 面 的 方法 处 理 作 DEF 以 及 另外 两 个 四 边 形 。 
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图 2.24 三 角形 内 的 等 灰 度 区 域 


上 述 方法 产生 的 网 点 边缘 不 很 平滑 , 如 图 2.25 所 示 。 为 了 使 网 点 更 光滑 ， 
可 以 采用 下 面 的 插入 附加 点 的 方法 。 如 图 2.26 所 示 ， 把 A4EF 再 分 成 A4EP 和 
A4PF， 其 中 PP 是 边 左 的 中 点 。 对 A4FEP 做 如 下 处 理 : IAG AA, 4's; /s= 
|AG/AE |*| 4H14P|， 其 中 s 表 示人 入 4EP 的 面积 ，s; 表示 三 角形 人 4GH 的 面积 ， 
ix HB AG/AE|z-| 4H14P|， 即 把 边 4E 和 4P 以 不 同 的 比例 分 割 。 在 指定 sx/s( 即 


灰 度 比例 ) 的 情况 下 ， 可 由 以 下 公式 计算 点 G 的 坐标 。 


^. AG/AE =h, | AHIAP Fh, hb =A, A — Al pd), W 


s;/s=| AG/AE |*| AHIAP | 


=A, * A 


=/2 


XE, wd) 21. Hu) o I maig. BEATER HUCI) =cos (z/2*I/I,) /k+1, 
I 的 取 值 范围 为 [0，A]，L 是 八 4GH 中 最 大 的 灰 度 值 ，K 控 制 平滑 的 程度 。 经 
过 推导 可 以 得 到 点 G 的 坐标 。 同 理 可 得 到 点 瓦 的 坐标 。 亦 可 按照 上 面 的 方法 


处 理 A DEF. 
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图 2.25 未 平滑 的 网 屏 


图 2.26 插入 附加 顶点 的 方法 


2X BHAKH Voronoi [84 LZ 


为 保证 灰 度 值 的 均匀 分 布 , 使 生成 的 网 屏 具 有 较 平 的 直方 图 ,需要 对 生 
成 的 网 屏 利 用 邻 域 均值 算 子 进行 平滑 处 理 [Kenneth1996]。 图 2.27 (a) 是 插入 
顶点 后 的 网 屏 ， 图 2.27 (b) 是 平滑 后 的 网 屏 。 


(a) 插入 项 点 后 的 网 屏 (b) 平滑 后 的 网 屏 
图 2.27 网 屏 结果 


图 2.28 一 图 2.30 给 出 了 一 个 例子 。 图 2.28 是 原 图 像 ， 图 2.29 是 网 屏 霄 加 在 
图 像 上 的 情况 ， 图 2.30 是 在 1200dpi 下 采用 半径 为 8 的 网 屏 输 出 的 结果 图 。 


~ 


s M. 
, 


图 2.28 MEZ 
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图 2.30 ”网 屏 输出 的 结果 图 


259425) 
moo 


A23 BdtEX4 Voronoi GAARA 


23.2 基于 GPU 的 半 色 调 图 像 生成 


上 面 的 算法 在 对 网 点 中 心 进行 Delaunay 三 角 痢 分 后 ， 可 通过 Voronoi iil 
分 得 到 每 个 中 心 网 点 的 最 大 和 覆盖 区 域 , 但 其 并 没有 采用 直接 的 Voronoi i14) 
这 些 方 法 得 到 的 网 点 最 大 窗 盖 区 域 是 不 精确 的 。 本 节 介 绍 一 个 基于 GPU 的 
半 色 调 图 像 生 成 算法 [Qi2007]， 结 果 更 精确 ， 且 可 越过 三 角 放 分 过 程 ， 直 接 
得 到 Voronoi HZ}, HERE EA KGET 

该 算法 首先 构造 了 一 个 大 的 抖动 矩阵 ， 并 随机 放置 网 点 ， 然 后 利用 GPU 
将 其 Voronoi 放 分 ,使 抖动 矩阵 中 的 每 个 中 心 网 点 都 获得 它 的 最 大 加 盖 区 域 。 
最 后 利用 GPU 对 每 个 网 点 的 覆盖 区 域 进行 灰 度 填充 ， 得 到 一 个 大 的 阔 值 矩 
阵 ， 也 就 是 随机 聚合 网 屏 。 


类 似 2.3.1 节 中 的 算法 , 本 算法 过 程 如 图 2.31 所 示 , 也 包括 三 个 主要 步骤 。 


(1) 构造 抖动 矩阵 ， 随 机 布置 中 心 网 点 。 
(2) 基于 GPU 计算 中 心 网 点 的 Voronoi 图 。 
(3) 基于 GPU 对 每 个 中 心 网 点 的 最 大 覆盖 区 域 进 行 灰 度 填充 。 


PR A) 采用 2.3.1 节 介 绍 的 方法 构造 一 个 大 的 抖动 矩阵 ， 并 随机 放置 
网 点 ， 这 里 不 再 重复 。 下 面 重 点 介绍 步骤 (2) 和 步骤 G). 


(a) 随机 布置 中 心 网 点 (b) 计算 中 心 网 点 的 Voronoi 图 (c) KER 
图 2.31 算法 步骤 示意 图 
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1. 基于 GPU 的 网 点 Voronoi 剖 分 


在 步骤 CIO 中 ， 我 们 在 大 的 抖动 矩阵 中 放置 了 中 心 网 点 ， 接 下 来 需要 
得 到 每 个 中 心 网 点 的 最 大 履 盖 区 域 ， 以 便于 下 一 步 的 灰 度 填充 。 为 了 保证 拌 
动 矩阵 在 边界 处 的 连续 ， 在 进行 Voronoi 前 需要 对 和 矩阵 进行 补 点 。 把 抖动 矩 
阵 上 面 1/3 的 部 分 补 到 和 矩阵 下 边 ， 把 持 动 矩阵 下 面 1/3 的 部 分 补 到 和 矩阵 上 边 ， 
把 抖动 矩阵 左面 1/3 的 部 分 补 到 矩阵 右边 ， 把 拌 动 矩阵 右面 1/3 的 部 分 补 到 
和 矩阵 左边 。 在 矩阵 的 左上 角 、 右 上 角 、 左 下 角 、 右 下 角 也 进行 同样 的 补充 ， 
补 点 效果 如 图 2.32 所 示 。 


通过 Voronoi 前 分 可 以 得 到 每 个 中 心 网 点 的 最 大 履 盖 区 域 。 算 法 采用 了 
2.2.4 节 介 绍 的 基于 GPU 的 Voronoi 剖 分 的 方法 .图 2.33 分 别 显示 了 半径 >=8 
和 7=16 时 中 心 网 点 Voronoi 114) 1] £i 4. 


| 


(a) 抖动 矩阵 (b) 补 点 后 的 抖动 矩阵 (c) 四 方 连续 
图 2.32 构造 抖动 矩阵 ， 随 机 布置 中 心 网 点 


(a) 半径 =8 (b) 半径 = 16 
图 2.33 Voronoi 训 分 结果 


经 过 这 一 步 ， 我 们 已 经 得 到 每 个 中 心 网 点 的 最 大 覆盖 区 域 ， 下 一 步 将 对 
每 个 最 大 鹤 盖 区 域 进行 快速 、 高 质量 的 灰 度 填充 。 
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2. 基于 GPU 的 灰 度 填充 


通过 前 两 步 的 处 理 ， 我 们 已 经 得 到 了 网 点 的 分 布 和 区 域 。 最 后 我 们 要 做 
的 就 是 对 每 个 中 心 网 点 的 覆盖 区 域 进行 灰 度 填 充 。 这 里 ， 我 们 采用 了 一 种 基 
于 GPU 的 比例 填充 模式 ， 可 以 在 常数 步 内 完成 所 有 的 填充 任务 ， 由 于 GPU 
的 特性 ， 使 得 实际 运行 速度 有 了 成 倍 的 提高 ， 且 不 需要 后 期 的 平滑 处 理 ， 在 
绘制 质量 上 也 有 了 明显 的 提高 。 


我 们 以 一 个 40X40 的 抖动 矩阵 为 例 ， 如 图 2.34 Cb). 所 示 ， 其 中 的 白色 
圆 点 代表 了 网 点 中 心 ， 不 同 的 灰 度 块 代表 了 不 同 网 点 中 心 的 Voronoi 区 域 。 
对 于 任 一 个 Voronoi 区 域 ( 见 图 2.34 (a))， 我 们 将 其 分 成 几 个 部 分 ， 对 于 每 
一 个 小 部 分 ， 由 网 点 中 心 向 边界 角 点 按照 灰 度 级 别 由 小 到 大 填充 起 来 。 整 个 
填充 过 程 包括 如 下 几 步 。 


C1) 找 角 点 边界 


通过 对 图 的 观察 ， 我 们 可 以 得 到 角 点 的 判定 信息 。 对 于 一 个 点 ， 如 果 与 
之 相 邻 的 8 个 点 中 至 少 存在 两 个 不 与 之 同 站 点 的 邻居 ， 那 么 它 就 是 角 点 。 从 
图 2.34 中 直观 地 看 ， 如 果 有 两 个 或 两 个 以 上 与 自己 不 同 灰 度 的 邻居 点 ， 那 么 
这 个 点 本 身 就 是 角 点 。 点 (x ,yy) 的 8 个 邻居 点 定义 为 (x+k，y+k), k={-1, 
0，1}。 此 过 程 只 需要 运行 一 个 顶点 程序 和 一 个 片段 程序 ， 经 过 一 次 计算 就 
可 以 完成 ， 复 杂 度 是 0(1) 。 


p 


: 


(a) Voronoi 区 域 划分 (b) 40 40 的 抖动 矩阵 
图 2.34 网 点 中 心 的 Voronoi 图 与 Voronoi 区 域 的 划分 


CN 
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(2) 确定 每 个 点 对 应 的 角 点 


步骤 OD 获取 的 角 点 可 能 会 有 多 重 选择 ， 如 图 2.34 CO 所 示 ， 图 中 的 
白色 标注 为 三 角形 的 点 都 是 角 点 ， 那 么 对 应 于 一 个 边界 角 ， 即 三 种 颜色 相 邻 
处 可 能 有 不 止 一 个 角 点 。 对 于 任意 一 点 4， 要 想 计 算 它 的 灰 度 值 ， 我 们 需要 
找到 它 所 对 应 的 站 点 o 和 和 角 点 p。 对 于 每 个 点 ， 它 所 属 的 站 点 通过 步骤 (2) 
的 Voronoi 剂 分 已 经 找到 ， 因 此 仅 需 要 去 找 它 对 应 的 角 上 点。 显然， 每 个 点 所 
对 应 的 角 点 一 定 跟 自己 属于 同一 个 站 点 ， 也 就 是 颜色 一 样 ， 而 两 个 相 邻 站 点 
间 的 距离 是 x 到 27 ， 因 此 在 进行 Flooding 找 对 应 角 点 时 ， 最 后 一 轮 的 step 
大 小 为 x ， 整 个 过 程 可 在 x 步 内 结束 ， 所 以 时 间 复 杂 度 是 O() 。 当 然 在 通过 
Flooding 找 角 点 的 过 程 中 ， 由 于 角 点 可 能 不 唯一 ， 所 以 需要 确定 一 个 唯一 的 
角 点 ， 但 这 也 只 须 在 片段 程序 中 添加 一 行 比较 表达 式 就 可 以 做 到 ， 不 需要 增 
加 额外 的 Flooding 轮 数 。 


(3) 灰 度 计算 

通过 步骤 〈2)， 对 于 任意 一 点 94， 已 经 找到 它 所 对 应 的 站 点 o MAR p 
作 9 到 op WHE, WEITER 9% 则 利用 og op 的 距离 比 ， 我 们 就 可 以 得 
到 点 q 处 的 灰 度 值 。 

Yeray = ( distance (oq ^) / distance(op) ) *255 

至 此 整个 灰 度 填充 过 程 就 结束 了 。 图 2.35 由 左 到 右 分 别 是 采用 2.3.1 节 
与 本 节 方 法 生成 的 二 值 图 像 。 相 比 之 下 ， 本 节 方 法 生成 的 图 像 细节 层次 更 丰 
富 ， 颜 色 过 渡 更 自然 ， 在 高 光 处 理 上 《鼻子 、 帽 榴 ) 也 更 理想 一 些 ， 图 像 更 
加 细腻 《胡须 、 头 发 )。 
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23.8 带 状 图 像 的 骨架 计算 


在 自动 文字 识别 、 指 纹 识 别 、 染 色 体 分 析 和 自动 线路 板 检 测 等 识别 系统 
中 ， 采 用 细 化 方法 计算 图 像 的 骨架 是 一 个 十 分 重要 的 预 处 理 步 又。 因为 骨架 
包含 了 文字 图 像 特 征 的 最 有 效 数字 化 信息 ， 能 对 文字 图 像 进 行 有 效 的 描述 ， 
迄今 为 止 已 有 很 多 细 化 算法 产生 ， 大 致 可 归纳 为 迭代 算法 和 非 兴 代 算法 两 大 
类 。 和 迭代 算法 主要 是 根据 骨架 的 特性 来 制定 一 些 限 制 条 件 ， 通 过 由 外 到 里 逐 
步 去 除 边缘 点 来 求 得 图 像 的 骨架 。 但 在 一 般 情 况 下 迭代 算法 的 速度 比较 慢 。 
非 迭 代 的 细 化 算法 要 比 和 迭代 算法 快 得 多 ， 因 为 它们 是 在 一 个 和 分 辨 率 无 关 的 
固定 数目 的 步骤 下 完成 。 这 类 算法 获取 骨架 的 最 常用 技术 是 利用 图 像 距 离 的 
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变化 来 求 得 可 能 组 成 骨架 的 像素 ， 然 后 根据 骨架 的 特性 来 选择 其 中 的 子 集 。 
其 中 许多 算法 都 是 基于 区 域 边界 的 逼近 多 边 形 进行 骨架 计算 。 关 于 骨架 计算 
的 相关 工作 请 参见 文章 [YangCL2000，YangYJ2002]。 本 节 主 要 介绍 一 种 基于 
Delaunay 三 角 训 分 的 快速 细 化 算法 [YangYJ2002]， 可 用 于 文字 、 工 程 图 、 指 
纹 等 类 型 的 带 状 图 像 的 骨架 计算 。 为 便于 算法 描述 ， 假 设 图 像 是 二 值 图 像 ， 
且 已 经 进行 了 一 些 噪声 处 理 。 


算法 首先 计算 带 状 图 像 边界 的 多 边 形 ;然后 基于 边界 多 边 形 的 顶点 进行 
Delaunay 三 角 剖 分 ， 并 对 生成 的 三 角形 进行 调整 ， 从 而 得 到 该 边界 多 边 形 的 
比较 理想 的 三 角 剖 分 结果 ; 接着， 根据 每 一 个 三 角形 的 拓扑 结构 来 计算 局 部 
骨架 ， 最 后 连接 这 些 局 部 骨架 ， 就 构成 了 整个 文字 图 像 的 骨架 。 对 于 多 边 形 
存在 内 边界 的 情况 ， 算 法 需要 先 把 有 内 边界 的 文字 图 像 的 某 一 部 分 切断 ， 形 
成 一 个 没有 内 边界 的 图 像 ， 然 后 再 按 无 内 边界 的 情况 进行 处 理 。 


1. 图 像 边 界 多 边 形 的 计算 


算法 首先 计算 图 像 的 边界 多 边 形 。 由 于 边界 多 边 形 的 边 的 长 度 变化 非常 
大 ， 为 了 产生 一 个 更 精确 的 骨架 ， 有 必要 用 文字 图 像 的 宽度 〈 用 d AO 对 
边界 多 边 形 的 边 进行 分 割 ， 形 成 较 短 的 边 。 那 么 ， 对 于 每 一 个 文字 都 需要 估 
计 一 个 参数 qd。 由 于 大 部 分 文字 都 包括 大 量 的 垂直 或 水 平 笔划 ， 所 以 可 以 通 
过 水 平和 垂直 扫描 来 估计 文字 笔划 的 宽度 。 


在 图 像 扫描 过 程 中 , 扫描 线 与 图 像 相交 得 到 一 系列 线段 , 每 一 条 线段 就 叫 
一 个 游程 。 可 用 一 个 频率 数组 来 记录 所 有 游程 出 现 的 次 数 。 其 中 ,频率 数组 的 
下 标 对 应 游程 的 长 度 , 频率 数组 的 元 素 就 记录 不 同 长 度 的 游程 出 现 的 次 数 。 在 
图 像 扫描 过 程 中 ， 每 得 到 一 个 游程 ， 就 使 相应 频率 数组 元 素 的 值 加 1。 在 整个 
扫描 过 程 结 束 后 ， 频 率 数组 中 值 最 大 的 元 素 的 下 标 就 为 该 图 像 的 宽度 do 


一 旦 带 状 图 像 的 宽度 被 估计 出 来 ， 边 界 多 边 形 上 所 有 长 度 大 于 d 的 边 被 
分 成 许多 长 度 为 d 的 小 边 。 如 果 分 割 所 得 的 最 后 一 条 边 的 长 度 小 于 4， 则 把 
它 合 并 到 上 一 条 边 中 。 
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2. 不 含 内 边界 的 多 边 形 的 Delaunay 三 角 训 分 


算法 首先 以 边界 多 边 形 的 所 有 顶点 为 站 点 ， 采 用 2.2 节 介绍 的 算法 进行 
离散 点 集 的 Delaunay 三 角 剖 分 ; 由 于 生成 的 点 集 的 三 角形 有 可 能 和 多 边 形 相 
交 ， 所 以 在 三 角 痢 分 以 后 对 生成 的 三 角形 进行 处 理 ， 以 保证 最 后 生成 的 三 角 
形 完 全 在 多 边 形 内 部 或 者 外 部 ;然后 根据 三 角形 的 面积 把 位 于 多 边 形 外 部 的 
三 角形 去 掉 ， 最 后 对 剩余 〈 在 多 边 形 内 部 ) 的 每 个 三 角形 根据 拓扑 结构 细 化 
成 一 条 边 或 者 三 条 边 ， 再 连接 而 成 带 状 图 像 的 骨架 。 为 了 方便 处 理 ， 我 们 按 
逆 时 针 方 向 对 边界 多 边 形 上 的 顶点 由 小 到 大 进行 编号 。 算 法 生成 以 下 三 种 类 
型 的 Delaunay 三 角形 。 

se。 内 部 三 角形 : Delaunay 三 角形 完全 在 多 边 形 内 部 ; 

。 外 部 三 角形 : Delaunay 三 角形 完全 在 多 边 形 外 部 ; 

o 相交 三 角形 : Delaunay 三 角形 和 多 边 形 相交 。 

由 于 最 终 分 割 边 界 多 边 形 的 所 有 三 角形 必须 在 该 多 边 形 的 内 部 ， 所 以 对 
于 以 上 三 种 类 型 的 三 角形 来 说 ， 所 得 的 内 部 三 角形 是 最 终结 果 的 一 部 分 ， 应 
当 保 留 ， 外 部 三 角形 完全 在 边界 多 边 形 外 部 ， 应 当 删 除 ， 对 于 相交 三 角形 ， 
由 于 和 边界 多 边 形 相 交 ， 需 要 把 其 剖 分 成 一 些 完全 在 多 边 形 内 部 的 三 角形 和 
一 些 完 全 在 多 边 形 外 部 的 三 角形 ， 使 得 训 分 以 后 的 三 角形 或 者 在 多 边 形 内 
部 ， 或 者 在 多 边 形 外 部 。 

需要 特别 说 明 的 是 ， 由 于 前 面 已 使 用 带 状 图 像 宽度 把 边界 多 边 形 的 边 分 
制 得 比较 短 , 所 以 Delaunay 三 角 痢 分 后 得 到 的 大 多 数 都 是 内 部 三 角形 或 外 部 
三 角形 ， 相 交 三 角形 很 少 ， 所 以 需要 进一步 前 分 的 三 角形 很 少 ， 对 整个 算法 
速度 影响 较 小 。 

3. 相交 三 角形 的 剖 分 

由 于 多 边 形 的 边 不 会 自 交 且 Delaunay 三 角形 互 不 覆盖 ， 所 以 Delaunay 
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三 角形 与 边界 多 边 形 相 交 的 情况 一 般 如 图 2.36 (a) 所 示 。 


假设 一 个 Delaunay 三 角形 的 顶点 分 别 为 丰 j. ko 首先 计算 三 角形 和 边 
界 多 边 形 的 交点 ， 并 按照 [ji 的 顺序 放 到 一 个 数组 里 。 这 样 数组 中 点 
的 存放 顺序 为 字 在 5 和 7 之 间 的 交点 3>j> 在 7 和 大 之 间 的 交点 >k 人 在 上 和 1 
之 间 的 交点 3; 点 。 所 以 ， 在 该 数组 中 存放 的 点 有 两 类 : Delaunay 三 角形 的 
端点 、Delaunay 三 角形 与 边界 多 边 形 边 的 交点 。 后 者 可 以 直接 通过 边界 多 边 
形 的 边 到 达 另 一 个 交点 。 


线段 4 
线段 4 


(a) 与 边界 多 边 形 相交 的 Delaunay 三 角形 (b) 对 图 (a) 中 的 Delaunay 三 角形 
进行 前 分 后 生成 的 三 角形 


图 2.36 与 边界 多 边 形 相 交 的 Delaunay 三 角形 及 其 剖 分 


下 面 以 图 2.36 a) 为 例 ， 介 绍 一 般 相 交 三 角形 的 剖 分 方法 。 首 先 ， 以 
ipi 作为 起 始 边 ， 从 pi 点 通过 线段 1 到 达 pio 点， 从 pio 点 继续 到 达 i 点 。 
这 样 得 到 一 个 凸 的 多 边 形 ipipio， 然 后 可 以 很 容易 把 它 进 行 Delaunay 三 角 齐 
分 ， 并 将 生成 的 三 角形 添加 到 三 角形 序列 里 。 这 时 ， 该 凸 多 边 形 中 只 有 边 
pi?pio 是 新 边 〈 不 位 于 三 角形 边界 上 ， 其 余 的 边 都 位 于 三 角形 边界 上 )， 接 
着 以 p1 六 pio 为 起 始 边 ， 重 复 上 面 操作 ， 完 成 其 余部 分 的 剖 分 。 


为 了 便于 删除 外 部 三 角形 ， 赋 予 每 一 对 多 边 形 的 边 和 三 角形 的 边 所 形成 
的 交点 对 应 的 边界 边 端点 序号 。 对 图 2.36 Ca) 进行 剖 分 和 Delaunay = ffl 
分 处 理 以 后 ， 生 成 的 三 角形 如 图 2.36 (b) Bras. 
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4. 外 部 三 角形 的 删除 


对 相交 三 角形 进行 处 理 后 ， 生 成 的 所 有 三 角形 或 者 在 边界 多 边 形 的 内 
部 ， 或 者 在 边界 多 边 形 的 外 部 。 为 了 删除 外 部 三 角形 ， 需 要 利用 三 角形 面积 
的 正 负 概 念 进行 判断 : 如 果 三 角形 的 顶点 顺序 是 逆 时 针 方向 ， 则 三 角形 面积 
为 正 ; 如 果 是 顺 时 针 方 向 ， 则 三 角形 面积 为 负 。 


由 于 边界 多 边 形 的 顶点 是 按 逆 时 针 由 小 到 大 的 顺序 进行 编号 的 ， 对 其 三 
角 训 分 后 得 到 的 三 角形 项 点 也 都 有 编号 。 不 难 发 现 ， 如 果 对 于 一 个 三 角形 按 
其 顶点 编号 由 小 到 大 的 顺序 走动 ， 则 符合 以 下 规律 。 


。 内 部 三 角形 的 走动 方向 为 逆 时 针 方 向 ， 计 算出 的 面积 为 正 ; 
e 外 部 三 角形 的 走动 方向 为 顺 时 针 方向 ， 计 算出 的 面积 为 负 。 


因此 ， 对 于 所 有 的 三 角形 ， 如 果 其 面积 为 正 ， 则 表明 此 三 角形 为 内 部 三 
角形 ， 应 保留 ， 如 果 三 角形 的 面积 为 负 ， 则 为 外 部 三 角形 ， 应 删除 。 图 2.37 
(a) 和 图 2.37 (b) 给 出 了 字母 “C” 的 三 角 剖 分 结果 。 


(a) FRE “c” (b) 三 角 剖 分 (c) 骨架 
图 2.37 字母 “C” 的 三 角 剖 分 及 骨架 


对 于 最 终 得 到 的 三 角形 ， 把 其 在 多 边 形 边界 上 的 边 称 为 外 部 边 ， 在 多 边 
形 内 部 的 边 称 为 内 部 边 。 三 角形 三 条 边 的 类 型 不 同 ， 决 定 了 三 角形 在 整个 图 
像 中 的 位 置 特点 。 归 纳 起 来 ， 一 般 分 为 以 下 三 种 类 型 。 


。 终 端 三 角形 : 具有 两 个 外 部 边 ; 
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。 连 接 三 角形 : 具有 一 条 外 部 边 ; 

。 分 支 三 角形 : 没有 外 部 边 。 

这 三 类 三 角形 的 骨架 定义 如 下 。 

。 终端 三 角形 : 三 角形 内 部 边 的 中 点 和 对 应 顶点 的 连 线 ( 见 图 2.38 (a)); 
。 连 接 三 角形 : 三 角形 两 条 内 部 边 中 点 的 连 线 〈 见 图 2.38 (b)); 

。 分支 三 角形 : 重心 和 三 条 边 中 点 的 连 线 〈 见 图 2.38 C) 

图 2.37〈c) 给 出 了 字母 “c” 的 细 化 结果 。 


Za 2 ZS 


Y Y Y 
Y Y Y 
一 一 X 
(a) 终端 三 角形 (b) 连接 三 角形 (c) 分 支 三 角形 


图 2.38 三 角形 的 三 种 类 型 及 其 细 化 结果 ， 图 中 粗 边 为 外 部 边 
6. 含 内 边界 的 多 边 形 的 三 角 剖 分 


实际 上 ， 很 多 带 状 图 像 边界 的 多 边 形 有 时 包含 多 个 内 边界 。 可 以 先 去 掉 
所 有 内 边界 ， 再 按 前 面 所 介绍 的 算法 进行 骨架 计算 ， 最 后 再 去 除 毛 刺 和 恢复 
交叉 点 。 


在 第 4 章 中 ， 我们 还 将 介绍 计算 骨架 的 其 他 算法 ， 可 直接 对 含 内 边界 的 
多 边 形 进行 三 角 剖 分 和 骨架 计算 。 
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第 3 章 多 边 形 的 Voronoi 图 
及 其 应 用 


本 章 介绍 多 边 形 的 Voronoi 图 ,包括 其 概念 性质、 构造 方法 及 若干 应 用 。 
3.1 定义 与 性 质 


3.1.1 定义 

在 离散 点 集 的 Voronoi 图 中 ， 站 点 只 有 离散 点 ，Voronoi 边 只 来 自 于 两 个 
离散 点 之 间 的 中 分 线 。 但 在 多 边 形 中 ， 站 点 包括 多 边 形 的 顶点 和 边 ， 它 们 之 
间 的 中 分 线 主要 存在 以 下 四 种 情况 。 

CD 点 与 点 : 其 中 分 线 是 它们 之 间 连 线 的 垂直 平分 线 ， 该 线 将 平面 一 分 
为 二 ， 分 别 是 距离 这 两 个 点 的 最 近 点 的 集合 。 

(2) 点 与 边 (点 是 该 边 的 一 个 顶点 ): 其 中 分 线 是 过 所 给 点 且 垂 直 于 给 
定 边 的 直线 ， 该 线 也 将 平面 一 分 为 二 ， 分 别 是 距离 给 定点 和 边 的 最 近 点 的 
集合 。 

这 里 ， 点 到 边 的 距离 是 指 : 如 果 该 点 的 垂 足 在 边 上 ， 则 该 点 到 边 的 距离 


为 该 点 到 其 垂 足 的 距离 ， 和 否则 ， 该 点 到 边 的 距离 为 该 点 到 边 的 顶点 中 最 近 的 
那个 距离 ， 如 图 3.1 所 示 。 

? 2 

l 7 

| / 


图 3.1 点 到 边 的 距离 
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G) 点 与 边 ( 点 不 在 该 边 上 ): 中 分 线 是 一 条 双 曲 线 ， 该 线 上 的 点 到 给 
定点 和 边 所 在 直线 的 距离 相等 。 


(4) 边 与 边 : 中 分 线 是 两 边 所 形成 夹 角 的 角 平分 线 。 特 殊 情 况 下 ， 若 两 
边 平行 ， 则 其 中 分 线 为 平行 于 这 两 条 边 且 距离 相等 的 中 线 。 


由 此 可 见 ， 多 边 形 的 两 个 站 点 pl 和 p» 的 平分 线 为 到 pl 和 p, 距 离 相等 的 
点 轨迹 ， 用 b( pi1，p2) 表 示 。 半 平面 h( p1，p2) 是 指 平面 上 到 站 点 pi 比 pa 的 距 
离 更 近 的 所 有 点 的 集合 。 

令 己 是 多 边 形 的 所 有 站 点 集合 , 对 于 任意 站 点 pP, 其 Voronoi 区 域 是 
指 平面 上 到 p; 的 距离 比 P 中 任何 其 他 站 点 距离 更 近 的 所 有 点 的 集合 。 它 等 价 
于 平面 Alpo pp, HP pye P-{ pi}。 因 此 ， 其 可 表示 为 : 


VR(p)- {AC p». p) Bj | P—{ Pit} 
令 己 是 多 边 形 的 所 有 站 点 的 集合 ， 多 边 形 的 Voronoi 图 表示 为 : 


VD(P)-U {VR@)| PEP} 


图 3.2 ”多边 形 的 站 点 形成 的 Voronoi 图 ， 其 中 虚线 是 Voronoi 边 
上 面 的 定义 实际 上 是 多 边 形 的 项 点 和 边 形成 的 平面 直线 图 的 Voronoi 图 
(如 图 3.2 中 虚线 部 分 )。 在 实际 应 用 中 , 常用 到 的 多 边 形 的 Voronoi 图 实际 上 
是 对 多 边 形 域 中 的 Voronoi 剖 分 。 在 第 1 章 中 我 们 定义 了 两 类 多 边界 多 边 形 。 
CD 对 于 一 类 多 边界 多 边 形 ， 有 一 个 最 外 面 的 边界 ， 称 之 为 外 边界 ; 其 

他 边界 都 在 它 的 内 部 ， 称 之 为 内 边界 (如 图 3.3 (a) 中 实 线 部 分 )。 
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(2) 对 于 另 一 类 多 边界 多 边 形 , 它 不 存在 包含 内 边界 的 外 边界 (如 图 3.3 
(b) 中 实 线 部 )。 


对 于 这 两 类 多 边 形 ， 假 设 外 边界 是 逆 时 针 《〈 顺 时 针 ) 的 ， 内 边界 是 顺 时 
针 《 逆 时 针 ) 的， 如 果 一 个 人 沿 这 些 边界 走动 ， 多 边 形 总 是 位 于 每 条 边界 的 
FAM CE 


相应 地 ， 对 于 多 边界 多 边 形 的 Voronoi 图 也 分 为 两 类 。 


(1) 对 于 第 一 类 多 边界 多 边 形 ， 其 Voronoi 图 位 于 外 边界 的 内 部 和 所 有 
内 边界 的 外 部 ， 并 将 这 部 分 平面 区 域 分 割 成 许多 单元 。 我 们 将 这 类 多 边界 多 
WIEN Voronoi 图 称 为 内 部 Voronoi 图 。 


(2) 对 于 第 二 类 多 边界 多 边 形 ， 其 Voronoi 图 位 于 所 有 边界 的 外 部 ， 并 
将 这 部 分 平面 区 域 分 割 成 许多 单元 。 我 们 将 这 类 多 边界 多 边 形 的 Voronoi 图 
称 为 外 部 Voronoi 图 。 


图 3.3 给 出 了 这 两 类 多 边界 多 边 形 〈 实 线 部 分 ) 和 它们 的 Voronoi 图 ( 虚 
线 部 分 )。 在 这 两 类 多 边界 多 边 形 的 Voronoi 图 中 , 只 有 边 和 内 尖 点 的 Voronoi 
区 域 非 空 。 因 此 ， 我 们 提 及 这 两 类 多 边界 多 边 形 的 Voronoi 图 时 ， 所 说 的 站 
点 不 包含 凸 顶 点 。 


(a) 第 一 类 多 边 形 与 内 部 Voronoi 图 (b) 第 二 类 多 边 形 与 外 部 Voronoi 图 


图 3.3 多边形 及 其 Voronoi 图 
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3.1.2 性质 


本 节 介 绍 多 边 形 的 Voronoi 图 的 性 质 [YangCL2005，YangCL2006c]。 为 
便于 描述 ， 下 面 给 出 一 些 符号 表示 : 


eh 表示 多 边 形 P 所 含 的 内 边界 的 数目 ; 
e n、ks 分 别 是 P 的 所 有 顶点 、 内 尖 点 和 凸 顶点 的 数目 ， 其 中 n=krs; 
e t rA) T P 的 凸 包 上 的 所 有 顶点 和 边 数 ; 


e m、e 分 别 是 VD(P) 的 所 有 Voronoi 顶点 和 边 数 ; 


e a,、dqe 分 别 表示 每 个 Voronoi 区 域 包含 的 Voronoi 顶点 和 Voronoi 边 的 
1. 多 边 形 的 内 部 Voronoi 图 的 性 质 
引 理 3.1 4 j. i 分别 是 一 棵 树 中 的 非 叶 结 点 和 叶 结 点 的 数目 。 如 果 每 
个 非 叶 结 点 至 少 有 2 个 儿子 ， 且 根 结 点 至 少 有 3 个 儿子 ， 则 : 
j<i-2 
特别 地 ， 如 果 每 个 非 叶 结 点 有 且 只 有 2 个 儿子 ， 且 根 结 点 有 且 只 有 3 个 
儿子 ， 则 有 : 
ji 


引 理 3.2 ”对 于 多 边 形 P 的 一 条 内 边界 B，VD(P) 中 必 存 在 一 个 围绕 B 
的 环 。 


WEBB: VD(P) 中 必 存 在 一 条 包围 B 的 封闭 的 线 ，P 中 在 该 线 内 侧 的 点 距 
离 了 比 距离 P 中 其 他 任何 站 点 更 近 。 这 条 封闭 的 线 便 是 VD(P) 中 围绕 B 的 环 。 
证 毕 。 


引 理 3.3. ”对 于 一 个 有 R( 0 ) 个 内 边界 的 多 边 形 , 其 内 部 Voronoi 图 有 
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有 hh 个 环 。 


证 明 : 一 方面 ， 假 设 内 部 Voronoi 图 中 的 环 多 于 h 个 。 设 其 中 一 个 环 的 
内 部 没有 内 边界 ， 且 这 个 环 没 有 边 或 顶点 与 多 边 形 的 站 点 相关 联 。 由 于 这 个 
环 所 包围 的 区 域 与 这 个 多 边 形 的 任何 边界 站 点 都 不 关联 ， 所 以 这 与 多 边 形 的 
Voronoi 图 的 定义 矛盾 。 另 一 方面 ， 根 据 引 理 3.2 知 内 部 Voronoi 图 中 的 环 不 
ADT h^. ipd. WEE. 


定理 3.1. 对 于 多 边 形 的 内 部 Voronoi K, A: 
m<nt+k—2+2h 


WEBB: 如 果 多 边 形 有 内 尖 点 或 内 边界 ， 则 其 内 部 Voronoi 图 存在 一 些 环 。 
为 了 由 其 内 部 Voronoi 图 构造 一 棵 树 , 我 们 首先 将 每 个 内 尖 点 分 成 两 个 项 点， 
并 添加 一 条 短线 段 连接 它们 ， 分 别 作为 修改 后 的 多 边 形 的 顶点 和 边 。 这 样 就 
可 以 消除 内 部 Voronoi 图 在 内 尖 点 处 的 环 。 然 后 , 在 每 个 环 的 一 条 Voronoi 边 
的 中 点 处 将 其 剪断 ， 且 在 剪断 处 得 到 两 个 剪断 点 。 如 图 3.4 所 示 ， 分 别 剪断 
相应 的 三 条 Voronoi 边 ， 得 到 剪断 点 pui ^3 pies Pai pas pa 与 paz。 如 果 适 
HHE h A Voronoi 边 进行 剪断 ， 根 据 引 理 3.3， 多 边 形 的 Voronoi 图 变 成 了 
一 棵 树 。 


后 的 多 边 形 的 项 点 和 所 有 剪断 点 为 叶 结 点 ， 且 Voronoi 边 为 树 的 边 。 这 种 情 
DLR, BRA ntk+2h 个 叶 结 点 、m 个 非 叶 结 点 、e+th 条 边 。 


由 于 每 个 Voronoi 顶点 的 度 至 少 是 3[Held1991]， 所 以 树 的 根 结 点 至 少 有 
3 个 儿子 ， 非 叶 结 点 至 少 有 2 个 儿子 。 根 据 引 理 3.1， 得 到 


m<nt+k—2+2h 


证 毕 。 


37 


Voronoi Ej A tz JH] 


图 3.4 内 部 Voronoi 图 和 被 剪断 的 边 


定理 3.2 ”对 于 多 边 形 的 内 部 Voronoi K, A: 
e<2(n+k)+3h-3 


证 明 : 根据 定理 3.1 的 证 明 ， 修 改 后 的 多 边 形 的 内 部 Voronoi 图 形成 一 
棵 树 ， 其 共有 ntkt+2h 个 叶 结 点 、m 个 非 叶 结 点 和 eth 条 边 。 由 于 一 棵 树 的 
结 点 数 比 边 数 大 1， 所 以 ， 有 


e + h<(m+ntk+2h) -1 
e<m+n+k+h-1 


根据 定理 3.1， 有 


e<(n+k-2 + 2h) * n + k+ h-1 
e<2(n+k)+3h-3 
推论 3.1 对 于 多 边 形 己 的 内 部 Voronoi 图 的 每 个 Voronoi 区 域 ， 有 
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(1) 包含 Voronoi 边 的 平均 数 oo 小 于 5; 
顶点 的 平均 数 mw 小 于 4。 


WEBB: 在 多 边 形 的 内 部 Voronoi 图 中 ， 对 于 一 个 边 站 点 o， 必 然 存在 一 
个 VR(o); 对 于 一 个 顶点 站 点 o, 只 有 o 是 内 尖 点 时 才 存 在 一 个 VR(o)。 因 此 ， 
VD(P) 有 n+kk 个 Voronoi 区 域 ， 且 两 个 相 邻 的 Voronoi 区 域 共享 一 条 Voronoi 
边 。 我 们 得 到 ，(n + k)a,—2e. 
根据 定理 3.2， 有 
(n + kjae<2(2(n + k)+ 3h —3)<4n + 4k + 6h-6 


(2) 包含 Voronoi 


a, 4+ 6h/(n+k)—-6/(n+k) 


在 多 边 形 中 ， 每 一 条 内 边界 的 顶点 数 大 于 或 等 于 3， 且 内 尖 点 数 也 大 于 
或 等 于 3。 所 以 ， 有 n+k> 6h。 


PAVE, ae<4+(n+h/(n+h—6/(n+kh <5-6/(n+h. 
S ae 是 一 个 整数 ， 我 们 得 到 ae<5。 


在 一 个 Voronoi 区 域 中 ，Voronoi 顶点 数 等 于 Voronoi 边 数 减 1。 我 们 得 
到 ay<4. 


证 毕 。 

定理 3.3 对 于 单 边界 多 边 形 P 的 内 部 Voronoi 图 ， 有 : 

(1) m<n+k-2 

Q) e<2(n+k) -3 

推论 3.2. 对 于 单 边界 多 边 形 P 的 内 部 Voronoi 图 的 每 个 Voronoi 区 域 ,有 : 
(1) 包含 Voronoi 边 的 平均 数 qe 小 于 4; 

(2) 包含 Voronoi 顶点 的 平均 数 a, 小 于 3。 
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证 明 : 根据 定理 3.3， 有 : 
人 + 有 ae=2e < 2Q(n E) -3) € 4n - 4k- 6 
a, < 4-6/(n+h 
得 a,«4, H a,«3. 证 毕 。 


引 理 3.4 Sj i 分 别 是 一 棵 树 中 的 非 叶 结 点 和 叶 结 点 的 数目 。 如 果 每 
个 非 叶 结 点 至 少 有 2 个 儿子 ， 则 ， 


jei -A -二 (每 个 非 叶 结 点 儿子 数目 -2) 


如 果 考 虑 每 一 个 Voronoi 顶点 的 度 ， 根 据 引 理 3.4 可 以 得 到 如 定理 3.4 
所 示 的 精确 公式 。 


定理 3.4. 对 于 多 边 形 的 内 部 Voronoi K, A: 

CD mntk-1+2h- 交 《每 个 非 叶 结 点 儿子 数目 -2) 

(2) e<2(n- 有 -2+3h- 交 《每 个 非 叶 结 点 儿子 数目 -2) 

根据 引 理 3.4， 采 用 类 似 定理 3.1 和 定理 3.2 的 方法 很 容易 证 明定 理 3.4。 
2. 多 边 形 的 外 部 Voronoi 图 的 性 质 


由 第 2 章 我 们 知道 ， 对 于 点 集 P 的 Voronoi K, Ap EAR P MAER 
Ko MHAM p 的 Voronoi 区 域 是非 封 闭 的 。 对 于 多 边 形 的 外 部 Voronoi 图 ， 
也 有 类 似 的 性 质 。 


引 理 3.5 多边 形 凸 包 上 的 顶点 必 是 多 边 形 的 凸 顶 点 。 


定理 3.5 对 于 多 边 形 P 的 站 点 p，VR( p) 是 非 封闭 的 当量 仅 当 p 在 P 的 
"ta E. 


证 明 : 
CD 必要 性 : 如 图 3.5 (a) 所 示 ， 令 p=4B (或 C) 分 别 是 P 的 凸 包 上 
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的 站 点 。 则 可 通过 AB (或 C) 作 直 线 EF CR GH), 1E P 的 顶点 和 边 都 在 
EF (或 GH) 的 同 侧 。 过 4B 上 的 任意 一 点 M (GE C) TE EF (或 GHD WE 
2% MS; CÈ CSi). ŒR, MMS (或 CS 上 的 任意 一 点 2 CÈ S) 到 已 上 
任 一 其 他 站 点 的 距离 都 大 于 dS M) (或 d(S1, OD. Al, S (或 SD 在 
VR(AB) (或 VR(O)) P. HF Sp CÈ S) 可 以 是 射线 MS, (或 CS) EME 
意 一 点 ， 所 以 VR(AB) (或 VR(C)) 是 非 封 闭 的 。 


(a) 必要 性 (b) 充分 性 
图 3.5 定理 3.5 的 证 明 图 例 


(2) 充分 性 : 假定 的 站 点 p Ade P Bart E, 现 证 明 VR(p) 是 封闭 的 。 
如 图 3.5(b〉 所 示 ， 设 给 定 站 点 p 是 边 IK (或 顶点 KK)， 可 找到 了 的 凸 包 上 
边 BC， 且 P 的 边界 上 B 到 CC 的 链 中 包含 边 JK C KO, JK K) TE CB 
的 左 侧 。 令 LKR P 的 边界 上 8B 到 C 的 链 。 过 B 和 C 作 一 个 圆 弧 ， 该 圆 弧 
除了 与 工 的 一 些 站 点 相 切 外 不 和 它们 相交 。F 是 圆心 ， 可 知 该 圆 弧 的 半径 是 
有 限 的 。 易 证 P 的 外 部 及 三 角形 和 人 FBC 的 外 部 任 一 点 (例如 D)， 其 到 8B 或 
C 的 距离 小 于 D 到 Li1 上 的 任意 站 点 p 的 距离 , 也 就 是 VRC) 的 任意 一 点 必然 
E CFB AIL, 围 成 的 多 边 形 内 。 即 VR(p) 是 有 界 的 ， 也 是 封闭 的 。 证 毕 。 


由 引 理 3.5 和 定理 3.5， 可 以 得 到 : r<r<s<n, Hrz0, 123, s23. 
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定理 3.6 ”对 于 多 边 形 的 外 部 Voronoi A, Æ 
m < n+s+2h-r-t-2 


证 明 : EAA C， 使 多 边 形 P 的 所 有 顶点 和 VD(P) 的 所 有 顶点 都 包含 
FEC AMS COLE 3.6)。 根据 定理 3.5， 只 要 这 个 圆 足够 大 , C 只 与 VD(P) 的 所 
有 非 封 闭 Voronoi 区 域 相交 ,并 被 分 成 :+r 条 弧 。 由 C 上 的 1:+r 条 弧 和 VD(P) 
组 成 的 图 G - (V, Ej ET: 


V-VWVUVUMs, 
E —-E(1UE». 
其 中 ， 
V, = {Voronoi 顶点 }， 
V; — (C 与 Voronoi 边 的 交点 }， 
V;- {多 边 形 P 的 顶点 }， 
E, = {Voronoi 边 }， 
Ej = (C 被 所 有 非 封 闭 Voronoi 区 域 分 成 的 1+r 条 弧 }， 
VWI menores 


|E|=|2,|+|2,|=e + 7 +t. 


图 3.6 定理 3.6 的 证 明 图 例 
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但 是 ， 图 G=(V, EE) 具 有 s+h 个 环 ， 其 中 包括 s 个 凸 顶点 所 在 的 环 和 
包围 边界 的 有 个 环 。 为 了 得 到 一 棵 树 ， 我 们 做 如 下 处 理 。 


首先 ， 将 Vs PA P 的 每 个 凸 顶点 分 成 PP 的 两 个 顶点 ， 并 在 两 顶点 之 间 
连 线 ， 作 为 P 的 一 条 边 。 则 有 : 


G'- (V, E), 
y'-WuuUnuy, 
V, = VU 也 的 每 个 凸 项 点 新 分 成 的 一 个 顶点 》 


I 


=+] m+t+r+n+s, 
|E|=e+r+to 


然后 ,在 每 一 个 环 上 ,我 们 在 C 或 VD(P) 上 适当 的 选择 条 圆 弧 或 Voronoi 
边 , 分 别 在 中 点 处 把 它们 剪断 ,这 些 中 点 分 别 变 成 2 个 剪断 点 , 圆 弧 或 Voronoi 
边 由 一 条 变 成 了 两 条 〈 见 图 3.6)。 我 们 得 到 : 


G"- (V", E") 

V" =V UnU V; uy, 

B= RUE 

Va = { 新 生成 的 剪断 点 }， 

五 "= {未 被 剪断 的 Voronoi 边 } U {由 被 剪断 的 Voronoi 边 生成 的 边 }， 
E,' = {未 被 剪断 的 圆 弧 }U {由 被 剪断 的 圆 弧 生成 的 边 }， 

Ws pero mt tr tn +s 2n. 
|E'|=e+r+t+h. 

在 图 G"=(V”"，E') 中 取 一 个 度 为 3 的 非 叶 结 点 作为 根 结 点 ， 这 样 ， 就 得 
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到 一 
叶 结 


域 ， 


棵 树 。 该 树 共有 e 十 r+1+ 有 hh 条 边 、m+r+t 个 非 叶 结 点 、n +s +27 个 
点 。 根 据 引 理 3.1， 有 : 


m+r+t < n+s+2h-2 
m < n+s+2h-r-t-2 

证 毕 。 

3383.7. 对 于 多 边 形 的 外 部 Voronoi K, A 
e € 2n * 2s c 3h -r—t—-3 

WEBB: 由 于 一 棵 树 的 结 点 数 比 边 数 多 1 个 。 根 据 定理 3.6 的 证 明 ， 有 : 
etr-tthil-nist2htmira4t 
e=n+st+mth-1 

根据 定理 3.6， 有 : 
e € 2n * 2s x 3h-r-t-3 

证 毕 。 


推论 3.3 ”对 于 多 边 形 的 外 部 Voronoi 图 VD(P) 中 的 每 一 个 Voronoi 区 
有 : 


CD 其 边界 上 的 Voronoi 边 的 平均 数 小 于 4; 
(2) 其 边界 上 的 Voronoi 顶点 的 平均 数 小 于 3. 
证 明 : $ ae 和 ay 分 别 表示 多 边 形 P 的 外 部 Voronoi 图 VD(P) 的 一 个 


Voronoi 区 域 的 边界 上 的 Voronoi 边 和 顶点 的 平均 数 。 由 于 VD(PYR n + s 
Voronoi 区 域 ， 且 两 个 相 邻 的 Voronoi 区 域 共 有 一 条 Voronoi 边 ， 所 以 有 


de(lnt+s)=2e < 2(2n+2s+3h—r—t—3) < 4(n+s)t6h—2(r+D)-6 
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ae « 5—2X(r t t)/(n* s)—6/(n +5) 
由 于 ae 是 一 个 整数 ， 所 以 ，ae< 5. 
由 于 在 一 个 Voronoi 区 域 的 边界 上 ， 有 ay<ae—1, PV, ay< 4。 
证 毕 。 
3. 凸 多 边 形 的 外 部 Voronoi 图 的 性 质 
凸 多 边 形 是 一 个 单 边界 多 边 形 ， 只 有 一 条 封闭 的 边界 。 对 于 凸 多边 形 ， 


由 于 其 顶点 和 边 都 在 其 凸 包 上 ， 即 有 7 =t=s=7， 且 天 = 1， 所 以 它 的 外 部 
Voronoi 图 的 性 质 存在 一 定 的 特殊 性 〈 如 图 3.7 所 示 )。 


图 3.7 MEE KR) 及 其 外 部 Voronoi 图 〈 虚 线 ) 
推论 3.4 对 于 凸 多 边 形 的 每 个 站 点 的 外 部 Voronoi 区 域 ， 有 : 
(1) 是 非 封闭 的 ; 
(2) 只 有 2 条 Voronoi 边 ; 
(3) 有 0 个 Voronoi 顶点 。 
推论 3.5 对 于 凸 多 边 形 的 外 部 Voronoi 图 ， 有 : 
(1) m=0; 
(2) e-2n. 
推论 3.4 和 推论 3.5 是 比较 容易 证 明 的 ， 此 处 略 。 
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3.2 构造 方法 


Voronoi 图 的 计算 方法 有 许多 , 主要 有 分 而 治之 算法 、 扫 描 线 算法 、 增 量 
算法 等 。 


分 而 治之 算法 主要 是 将 站 点 划分 为 两 部 分 , 递归 计算 每 一 部 分 的 Voronoi 
图 ， 再 将 它们 合并 ， 最 终 得 到 整个 站 点 集合 的 Voronoi 图 。 文 献 
[Kirkpatrick1979，Lee1982，Yap1987] 分 别 给 出 了 在 O(nlogn) 时 间 内 计算 
PSLG 的 Voronoi 图 的 分 而 治之 算法 。 对 于 直线 段 为 站 点 的 情况 ， 分 割 生成 
两 个 站 点 子 集 比 点 为 站 点 的 情况 复杂 得 多 ， 而 且 连 接 两 个 站 点 子 集 的 
Voronoi 图 的 步骤 也 是 比较 困难 且 难 以 实现 的 。 


扫描 线 算 法 主要 使 用 扫描 线 在 平面 上 逐渐 扫描 生成 站 点 ， 并 不 断 更 新 
Voronoi 图 的 信息 ， 最 后 得 到 整个 站 点 集合 的 Voronoi 图 。 扫 描 线 算法 可 以 
看 作 一 种 特殊 的 增 量 算法 。 文 献 [FEortune1986] 给 出 了 可 在 O(nlogn) 时 间 内 构 
造 直 线段 Voronoi 图 的 扫描 线 算法 。 


增 量 算法 通过 每 次 添加 一 个 生成 站 点 并 不 断 在 局 部 范围 内 修改 已 有 
Voronoi 图 来 获取 新 Voronoi 图 的 方式 来 计算 整个 站 点 集合 的 Voronoi 图 。 文 
献 [Boissonnat1992, Klein1993, Held2001] 给 出 了 在 O(nlogn) 时 间 内 构造 PSLG 
的 Voronoi 图 的 增 量 算法 。 文 献 [Held2001] 以 文献 [Sugihara2000] 中 的 拓扑 向 
5* (Topology-Oriented) 方法 为 基础 ， 实 现 了 一 种 计算 点 和 线段 的 Voronoi 
图 的 增 量 算法 。 该 算法 从 处 理 站 点 的 空 集 开始 ，Voronoi 图 也 相应 为 空 ， 然 
后 每 次 向 已 处 理 的 站 点 集合 中 添加 一 个 新 的 站 点 ， 并 对 已 有 Voronoi 图 做 相 
应 修改 ， 最 终 得 到 整个 站 点 集合 的 Voronoi 图 。 每 次 对 已 有 Voronoi 图 做 相 
应 修改 生成 新 的 Voronoi 图 时 ， 依 据 Voronoi 图 本 身 固有 的 拓扑 属性 ， 删 除 
原来 的 Voronoi 顶点 ， 增 加 新 的 Voronoi 图 顶点 。 


文献 [Aggarwal1989] 给 出 了 计算 凸 多 边 形 的 Voronoi 图 的 O(n) 算 法 。 文 
献 [Klein1995，Chin1995，Chin1998] 则 给 出 了 计算 单 边 界 多 边 形 的 Voronoi 
图 的 O(n) 算 法 。 文 献 [Chin1995] 首 先 将 简单 多 边 形 分 解 为 正则 直方 图 
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(Pseudonormal Histograms) ， 然 后 通过 分 解 为 影响 区 域 直 方 图 (Influence 
Histograms) ， 最 后 转化 为 xy 单调 的 直方 图 (xy Monotone Histograms) ; il 
5t xy 单调 的 直方 图 的 Voronoi 图 ， 将 其 合并 得 到 整个 多 边 形 的 Voronoi 图 。 
相关 的 详细 综述 信息 可 阅 文 献 [Sack2000，Held2001] 等 。 


下 面 给 出 一 种 比较 简单 的 多 边 形 Voronoi 图 构造 算法 ， 该 算法 虽然 复杂 
度 较 高 ， 但 易于 理解 与 实现 。 


算法 采用 半 平 面 法 构造 多 边 形 的 Voronoi 图 ， 为 多 边 形 每 个 站 点 独立 地 
计算 其 Voronoi 区 域 ， 即 计算 其 Voronoi 区 域 边界 的 各 条 Voronoi 边 。 


算法 3.1 半 平 面 法 构造 多 边 形 的 Voronoi 图 
(1) 为 多 边 形 各 站 点 编号 ， 计 算 两 两 站 点 间 的 平分 线 ; 
(2) 为 多 边 形 每 个 站 点 计算 其 Voronoi 区 域 : 
Q@ 计算 当前 站 点 与 其 前 后 相 邻 站 点 的 平分 线 ; 
© 设 定 当前 站 点 与 其 前 一 个 相 邻 站 点 的 平分 线 为 当前 平分 线 ; 
© 计算 当前 站 点 其 他 相关 平分 线 与 当前 平分 线 的 有 效 交 点 ; 
按照 与 当前 平分 线 起 始点 的 距离 大 小 对 这 些 交 点 进行 排序 ; 
将 最 近 交 点 作为 当前 平分 线 的 终点 ， 输 出 一 条 Voronoi 边 ; 
选择 形成 最 近 交 点 的 平分 线 作为 当前 平分 线 ; 


若 当前 平分 线 为 当前 站 点 与 后 一 个 相 邻 站 点 的 平分 线 ， 转 到 @， 
否则 转 @); 


完成 对 该 站 点 Voronoi 区 域 的 计算 ; 
(3) 输出 多 边 形 的 Voronoi 图 。 


© 
© 
© 
© 


67 


Voronoi EA tz Jl 
3.3 应 用 实例 


本 节 主 要 介绍 多 边 形 的 Voronoi 图 的 应 用 ， 包 括 凸 多 边 形 间 的 求 交 与 距 
离 计 算 ， 可 见 性 计算 以 及 路 径 规 划 等 ， 并 介绍 这 些 算法 在 虚拟 博物 馆 中 的 集 
成 应 用 。 


3.3.1 两 个 凸 多 边 形 的 求 交 计 算 


山 多 边 形 间 的 求 交 计算 在 计算 机 游戏 、 计 算 机 动画 、 虚 拟 现实 、 运 动 规 
划 、 图 形 学 等 方面 应 用 广泛 。 目 前 已 有 很 多 算法 ,最 著名 的 是 O'Rourke If] 
逐 算法 [ORourke1994]， 其 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 这 里 ， 我 们 介绍 一 种 基于 外 
部 Voronoi 图 的 凸 多 边 形 间 的 求 交 算法 ， 时 间 复 杂 度 仍 为 0(n)， 但 算法 效率 
和 和 鲁 棒 性 更 好 [YangCL2006a]。 

由 3.2 节 可 知 ， 凸 多 边 形 的 外 部 Voronoi 图 非常 特殊 ， 每 条 Voronoi 边 都 
垂直 于 凸 多 边 形 的 一 条 边 。 显 然 ， 对 于 一 个 凸 多 边 形 来 说 ， 在 逆 时 针 方向 上 
顶点 和 边 的 Voronoi 图 是 交替 出 现 的 ， 如 图 3.7 所 示 。 


算法 的 主要 思想 是 : 让 两 凸 多边形 P 了 和 Q 的 并 集 和 交集 的 边界 上 的 两 边 
a Ñl b 相互 追逐 ， 并 计算 它们 的 交点 ， 直 到 找到 了 两 多 边 形 的 所 有 交点 ， 或 
者 是 成 功 地 判定 了 两 多 边 形 的 空间 位 置 (包含 或 分 离 )。 在 追逐 过 程 中 , b 沿 
着 一 个 多 边 形 (不 妨 假设 为 0， 这 时 遍历 的 了 和 O 的 并 集 的 边界 在 O E) 
的 边界 连续 移动 并 穿 过 另 一 个 多 边 形 (不 妨 假设 为 P) 的 外 部 Voronoi 区 域 ， 
a 同时 在 P 的 边界 上 相应 地 移动 ， 直 到 a fiL b 相交 于 一 点 。 这 时 ，a A b H. 
He, b 沿 着 P 的 边界 移动 并 穿 过 O 的 外 部 Voronoi 区 域 ，a 同时 在 Q 的 边界 
相应 地 移动 。 因 此 ，2 总 是 在 a 所 在 多 边 形 的 外 部 。 


算法 的 主要 步骤 是 判断 b 和 另 一 个 是 多边形 的 外 部 Voronoi 图 的 关系 ， 
据 此 决定 是 沿 着 原来 的 多 边 形 的 边界 继续 遍历 ， 还 是 更 换 到 另 一 个 多 边 形 
的 边界 上 进行 遍历 。 如 图 3.8 所 示 ，a Æ P HA ppp: b E OMI, sib 
的 起 点 ， 也 是 O 的 顶点 ， 其 位 于 VR@A. 与 VR(q) 存 在 以 下 三 种 可 能 芯 
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E 
图 3.8 被 遍历 的 边 与 另 一 多 边 形 的 外 部 Voronoi 图 的 关系 

e b 5 VR(a) 的 边界 不 相交 : KIN, Os 为 5 的 男 一 端点 ， 即 令 b 在 0 
上 前 进 一 条 边 ， 继 续 新 的 遍历 。 

e b 与 VR(a) 的 Voronoi 边 相交 : 这 时 , HF b 首先 穿 过 VR pp MI, 
取 a=pj1; 继续 新 的 遍历 。 

eb 与 a 相交: 设 a 与 六 相交 于 点 a=b, s-t, 继续 新 
的 遍历 。 这 里 ，t HREH P E O 的 一 个 交点 


通过 上 述 三 种 情况 的 处 理 ， 保 证 了 bb 总 是 在 PUQ KAREN, a 
FEE POO 的 边界 上 遍历 ，a Alb 一旦 相遇 ， 即 可 得 到 了 与 Q 的 一 个 交点 
这 时 需要 交换 a 和 后 继续 遍历 。 


算法 3.2 ”两 个 凸 多 边 形 的 求 交 计算 
C1) 找 出 两 凸 多 边 形 的 所 有 项 点 中 的 最 低 的 顶点 《如果 存在 多 个 ， 取 最 
左 侧 的 那个 )， 将 其 作为 整个 遍历 的 起 点 ， 记 为 %。 令 ss%。 用 O 表 示 s% 所 
在 的 凸 多 边 形 ， 书 表示 另 一 个 凸 多 边 形 。 


(2) 判断 s 所 在 的 P 了 的 Voronoi Kik W s Œ P RIXA pippa CRAN A 
看 做 特殊 的 边 ) 的 Voronoi KERF, 4 b AA s 为 起 点 的 O 的 边 〈 逆 时 针 方 
H), a-pjpjae 

G) $ 产生。/ 用 于 记录 己 与 2 的 交点 。 

(4) WR b 与 VR(a) 的 边界 不 相交 ， 则 令 s H b 的 男 一 端点 , 5 为 s 起 点 
的 0 的 边 ( 逆 时 针 方 向 )， 转 (7)。 
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(5) WR b 5 VR(a)h Voronoi 边 相交 ， 则 a=Ppr j=j+1， 转 (7)。 

(6) 如 果 b 与 a 相交， 则 计算 a 与 5 的 交点 1, a=b, b-tpesp p= 
s, s=t, LELU (rj, # (7). 

(7) 如 果 s 一 %， 转 (8); 否则， 转 (4). 

(8) 如 果 忆 = 分 ， 则 工 中 的 点 为 己 与 2 的 所 有 交点 ， 依 次 输出 它们 。 

(9) 和 否则 ， 己 与 9 没有 交点 。 


上 述 算法 最 后 可 以 给 出 己 与 O 是 否 相交 的 结果 。 如 果 它 们 不 相交 , 可 进 
- 步 判断 它们 的 空间 位 置 关系 ， 即 是 分 离 还 是 包含 关系 : 如 果 整 个 算法 过 程 

H, a 和 好 未 发 生 交换 ， 且 只 访问 了 书 的 部 分 顶点 ， 则 己 与 2 是 分 离 的 ， 否 
WO WG P. 

另外 ,对 上 述 算法 稍 作 修 改 , 可 让 工 记 录 了 与 0 交集 的 所 有 顶点 。 类似 
地 ， 也 可 以 记录 了 与 O 并 集 的 所 有 顶点 。 

3.3.2 ”两 个 分 离 凸 多 边 形 的 距离 计算 

本 节 主 要 讨论 两 个 分 离 凸 多 边 形 间 的 距离 计算 问题 。 目 前 解决 这 个 问题 
[f doe UC GS FTIIT ERREA O(log m + logn) 。 本 节 对 两 个 分 离 凸 多 边 形 的 
外 部 Voronoi 图 之 间 的 关系 进行 深入 分 析 , 并 介绍 基于 Voronoi 图 来 计算 两 凸 
多 边 形 间距 离 的 O(logm + logn) 算法 [YangCL2006b]。 

1. 算法 思想 
用 P 和 0 表示 欧 氏 几何 空间 中 的 两 个 分 离 的 凸 多 边 形 。P 和 0 之 间 的 
距离 为 : 


d(P, Qy-min(d(p. q)p. q 分 别 是 了 和 0 的 点 ，d(p，9) 为 p 与 q 间 的 欧 
氏 距 离 } 


WAS P ORI pg. HAL d, AP, O), WK <p", q>% P 
和 O 的 一 个 最 短 距离 实现 点 对 ， 向 量 v= -pA PA Q 的 一 个 最 短 距离 实 
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现 向 量 。 对 于 两 个 分 离 的 凸 多边 形 ， 其 最 短 距 离 实现 点 对 不 一 定 是 唯一 的 ， 
但 最 短 距离 实现 向 量 是 唯一 的 。 由 于 己 和 2 是 凸 多 边 形 ， 可 知 关 和 9 分 别 
在 已 和 92 的 边界 上 。 

分 别 用 or 和 o 表 示 已 和 2@ 边 界 上 的 边 或 顶点 , 如 果 满 足 do 0g =d(P, Q )» 
则 称 < op，og > 为 P 和 0 的 一 个 最 短 距离 站 点 对 。< op og > 有 如 下 几 种 类 型 。 

(1) < 顶点 ， 顶 点 > 

oo 是 顶点 。 其 只 包含 一 个 最 短 距离 实现 点 对 <p q >, HEP pop 
d -og: 

(2) < 顶点 ， 边 > 

oy ETUA, 0g 是 边 .其 只 包含 一 个 最 短 距 离 实现 点 对 <p q >, HEP pop 
q =p(0p，0g)，p(0p，09) 为 Op TEXY o, 上 的 投影 GED). IE, q URB og 
上 ， 且 一 定 有 4 "esVR(on)。 

类 似 地 ， 可 以 op HEI, 0g 是 顶点 。 

(3) < 边 ， 边 > 

Op 0g 都 是 边 ， 且 opt og 平行 。 这 时 ， 存 在 多 个 最 短 距离 实现 点 对 (但 
最 短 距离 实现 向 量 是 唯一 的 )。 这 种 情况 下 ， 其 最 短 距离 实现 点 必 存 在 于 op» 
0g 及 其 顶点 形成 的 < 顶点 ， 顶 点 > 或 < 顶点 ， 边 > 情况 中 。 因 此 ， 我 们 只 考虑 对 
类 型 (1) 和 “2) 进行 处 理 即 可 。 

通过 上 述 分 析 知 ， 如 果 已 知 P 和 O 之 间 的 最 短 距离 站 点 对 ， 可 根据 其 类 
型 在 O(1) 时 间 内 计算 出 p', q EUR P, 9 之 间 的 最 短 距离 : dP, Odp, q). 

定理 3.8 ”对 于 任意 两 个 站 点 obeP 和 oe. p 和 g 为 表示 op 和 ov 之 
间 最 短 距离 的 一 对 点 。o, 和 o, HE P I O 的 一 个 最 短 距 离 站 点 对 ， 当 且 仅 当 
p eVR(oj) H. q eVR(oy)[Lin1991]. 


XE BB : 2) JE pM ERR pq ER 1 RI D, Cnt] 3.9. A 3.10 所 示 )。 
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DUE pH qE P fl O Z I He EE ESI —Ó SPEAR EN P EER D DR: 


fu. H OEE h KAM. T PEER h EMK O EER D UG FEA 


件 为 线段 mg "属于 VR(oq)/& VR(om)。 证 毕 。 


VEC) 


| 
| 
f 
, 
a 


最 短 距离 站 点 对 : < 顶点 ， 边 > 


图 3.10 
根据 定理 3.8 知 ， 对 于 分 别 属于 两 个 凸 多 边 形 的 任意 两 个 站 点 ， 如 果 表 


示 它 们 之 间 的 最 短 距 离 的 一 对 点 中 的 每 个 点 属于 另 一 个 站 点 的 Voronoi 区 
域 ， 则 这 两 个 站 点 之 间 的 最 短 距离 就 是 两 个 凸 多 边 形 之 间 的 最 短 距 离 。 
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为 了 计算 P 和 QO 之 间 最 短 距离 站 点 对 <o,，og>， 我们 首先 采用 二 分 法 查找 
包含 0,，og 的 初始 搜索 范围 ， 然 后 仍 采 用 二 分 法 逐渐 缩小 搜索 范围 ， 直 到 查 
找到 <o,，og>。 我 们 用 C( pi1，p) 表 示 多 边 形 边界 上 从 顶点 pi 沿 逆 时 针 方 向 到 
顶点 p? 的 多 边 形 链 。 结 合 图 3.11， 算 法 思想 简单 叙述 如 下 。 


(1) 首先 ， 在 P 和 QO 中 确定 两 个 初始 搜索 范围 P=C(p', p") O=", q’) 
这 里 要 保证 P 和 QO' 包 含 P 和 0 的 一 个 最 短 距离 站 点 对 < Ops 0g >( 后 面 会 具体 介 
绍 如 何 保证 这 一 点 )。 


(2) 然后 , APRIL. OPIS pas gor 它们 将 P、0' 分 成 B"=C(p'， 
pa)fll P" =C( par p"). Q" =C"; qa) 和 lO,"=C(gs, q'")。 


(3) 再 根据 ps。、qs、VR( pa) 和 VR(qs) 的 位 置 关系 , WER". P". Q" 
和 QQ,” 中 有 一 个 或 两 个 肯定 不 包含 P 和 的 最 短 距离 站 点 对 。 将 肯定 不 包含 P 
和 2 的 最 短 距离 站 点 对 的 多 边 形 链 删除 ， 得 到 新 的 搜索 范围 。 例 如 ， 如 果 只 
确定 删除 了 "”， 则 新 的 搜索 范围 为 如” 和 QO';， 如 果 确 定 删 除了 "和 OQ,"， 则 新 
的 搜索 范围 为 "和 0,”。 


(4) 重复 上 面 的 搜索 过 程 ， 直 到 最 终 得 到 最 短 距离 站 点 对 <o。p，og>。 最 
后 ， 根 据 <o,，os> 的 类 型 ， 计 算 P 和 QO 的 距离 。 


e gq” 


图 3.11 用 二 分 法 计算 最 短 距离 站 点 对 
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算法 要 在 O(logn+logm) 时 间 内 找到 最 短 距离 站 点 对 , 须 解决 以 下 两 个 
关键 问题 。 


(1) 在 O(lognt+logm) 时 间 内 计算 出 初始 搜索 范围 P 和 g'o HP PAI O 
应 包含 最 短 距离 站 点 对 <o,，os>， 且 PURI 2 包含 的 站 点 越 少 越 好 。 


(2) 在 O(1) 时 间 内 根据 ps、qs、VR(pa) 和 VR(gqs) 的 位 置 关系 ,决定 删除 
B" 、 pg" " o" 和 0," 中 的 哪 -个 。 


2. 确定 初始 搜索 范围 


B P EWARADA po Po to Pwe ZUW Q 的 顶点 按 逆 
时 针 依 次 为 q1，q2，.….，qm， 其 中 n、m 分 别 为 了 P 和 0 的 顶点 数 ， 如 果 下 标 


超过 nn 或 m， 则 进行 求 模 运算 。 


对 于 一 条 将 P 和 0 左 、 右 分 开 的 有 向 直线 , 我 们 称 之 为 P 和 9 的 一 条 
分 离线 。 对 于 P 和 Q 的 一 个 最 短 距离 站 点 对 <obp，0g>，p'q 表示 op Z 
间距 离 最 短 的 一 对 点 ， 则 线段 p'q f rp step PA O 的 一 条 分 离线 (如 
图 3.12 所 示 )。 我 们 称 这 样 的 分 离线 为 P 和 9 的 中 分 线 ， 其 为 有 向 直线 , P 
和 Q 分 别 在 其 左右 侧 , 用 1 表示。 这 里 需要 说 明 的 是 ， 本 节 中 中 分 线 1 只 是 
用 于 分 析 两 个 分 离 的 凸 多 边 形 间 的 位 置 关系 ， 在 算法 中 并 不 需要 计算 。 
本 ie 


(a) < 顶点 ， 顶 点 > (b) < 顶点 ， 边 > 


图 3.12 PAI Oir 
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BW p's p'(p'zp")/j BIO P EPA ei, 43 p'. p PTE Ae 1138 
Bh. b. WUR PSE4UERh. L, HhÉ5EPHTp.Lb56PHTp' 
则 p'、p" 将 PP 分 成 两 条 多 边 形 链 Py-C(p'. pA Px=C(p"> p^. Wl 3.13 所 
示 ， 选 择 p'、p" 可 使 Pi 关于 中 分 线 1 是 严格 单调 的 ，P, 关 于 中 分 线 1 是 单调 
的 [O'Rourke1994]。 


P 


图 3.13 P 的 两 条 多 边 形 链 P| 和 P. 


对 于 凸 多 边 形 P 上 的 任意 顶点 站 点 po 用 VEC) 和 VE(pi) 分 别 表示 p; 
的 两 条 Voronoi il, 其 中 VE( pi P 是 起 点 为 pi; HÆ AF Pri Pi 的 一 -条 射线 ， 
(pi-1pix VECpi)))*k«0; VE( p): 2&8 4379 p; ASE ECT pi pia 的 一 条 射线 ， 
(pipixVE(pi)2)*k«0,. HEP k 2g z fJ pp f Sf fr eg ets 

Fifi lo Das bo dos hU vi 分 别 表示 1 VE(p)v. VE(p)2» VE(p')， 
VE( p' )i 和 最 短 距离 实现 向 量 的 单位 向 量 。 


性 质 3.1 对 于 多 边 形 链 Pl 上 的 任意 项 点 站 点 po 有 下 列 性 质 : 


(1) WR pap’. Wl VEC p21 与 1 不 相交 ，VE( pi), 与 1 相交 ; 
(2) WER pp". N) VE(pio 5 1 不 相交 ，VE( pi 与 1 相交 ; 


(3) WAR pisp'H. pi#p”"， 则 VE(piyi. VE(Qpi)o 都 和 71 相交， 且 
(Vi xlo)ek«( v, xln)*k«( v, xli3)*k&( v, x11)°k. 


性 质 3.2. 对 于 多 边 形 链 P, 上 的 任意 顶点 站 点 po A FIPE: 
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(1) WER pap’, WU VE(pi 5 143, VE( ph 55 14H22; 
(2) 如 果 pp". Wü VE( pio 5 1 AHA, VE( pi 与 1 相交 ， 
(3) 如 果 pæp' H pep", W) VE( p)» VEC pi) WU HAS. 


因此 ， 可 以 证 明 P. Q 的 最 短 距离 站 点 对 <o,，o 之 中 的 o, fk P P, 其 将 
局 分 成 三 部 分 ， 上 部 分 P,， 中 间 部 分 Pye FHSS) Pao 


TERR 3.8. ”对 于 多 边 形 链 Pl 上 的 任意 顶点 站 点 po A FIE: 
(1) VpiePy F laella >0, HV, xl) ok>(V xIn) *k>0; 
(2) VpiePa, F Inehi<lioeh<0, Hv xj ok<(V xli) *k«0; 
(3) Pi 的 中 间 部 分 P 只 包含 最 短 距离 站 点 对 <o,，oy> 中 的 站 点 0,， 且 : 
(a) WE op HY, WW neal h=0, Cv, xl) *k =(V xjp) *k =0; 
(b) 如 果 o, 是 顶点 ， 则 aem, Tizel,>0, Bv, xln)*kc0, 
(v, xla) *k»0. 


HWM, BIE Q 上 也 可 分 成 两 条 多 边 形 链 91 和 Or, B Oy Bl 0; 仍 
然 保持 逆 时 针 方 向 。091 关 于 中 分 线 7 是 严格 单调 的 ，0; 关 于 中 分 线 1 是 严格 
单调 的 或 单调 的 。91、0Q; 中 任意 站 点 的 Voronoi 边 ， 也 分 别 具 有 类 似 上 面 所 
介绍 的 局 、 书 中 站 点 的 Voronoi 边 的 性 质 。P、0 间 的 最 短 距离 站 点 对 < on， 
Og > 中 的 0 也 将 91 分 为 三 部 分 ， 上 部 分 9,， 中 间 部 分 Du， 下 部 分 One 


对 于 多 边 形 O 上 的 任意 顶点 站 点 g; FA VE@) 和 VEDIER gq; 的 
两 条 Voronoi 边 ， 其 中 VEQ) 是 起 点 为 9 HERAF gag 的 一 条 射线 ， 
(qjapix VE(q)) Uk«0:. VE) 是 起 点 为 9 且 垂 直 于 qjqja 的 一 条 射线 ，(9r 
qjqXVE(qp2) k«0.. FA I All Ip 分 别 表示 VE(q)i 和 VE(q;)2 方向 的 单位 向 量 。 


性 质 3.4 对 于 多 边 形 链 Qi 上 的 任意 顶点 站 点 9， 有 下 列 性 质 : 


(1) VqieQu. 有 WU,>0, HCV xh) kv, xl) k»0; 
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(2) VqjeOa 有 lose luc0, HV xla) k« v, xl) k<0; 


G) Qi 的 中 间 部 分 On 只 包含 最 短 距离 站 点 对 <oo，or> 中 的 站 点 g4， 且 ; 
Ca) 如果 o, BIL, W ne las hy =0, Es xi) * eV, xdg) "k=0; 


(b) 如 果 o, 是 顶点 ， 则 1j2*1,<0，1n1,>0， 且 (Vx12)*k<0， 
(vi xli) *k>0. 


TR, PA O 的 最 短 距离 站 点 对 op o DIMT Pi QOP RAD Pi 
Q1 中 的 站 点 称 为 候选 站 点 。 后面 的 算法 3.3 可 计算 出 已 和 2 的 初始 搜索 范围 
P'fll Q', 其 中 PP 和 0' 分 别 只 是 Pl，Q1 的 一 部 分 , 但 包含 有 最 短 距离 站 点 对 。 
在 介绍 该 算法 前 ， 先 介绍 儿 个 定理 。 

引 理 3.6 对 于 任意 一 点 weP， 存 在 站 点 veOQ1， 满 足 ueVR(v)。 

引 理 3.7 对 于 任意 一 点 ugP， 站 点 p'eP, p'eP. p'sp", ueVR( pH. 
uzgVR(p")， 以 及 任意 项 点 veC(p' p"), vep' H. v#p”"。 如 果 uve VE(p^;- 92. 
H wn p'p"-O, H. uvoVE( p 中 = 多， 则 存在 一 个 站 点 oeC( p p^) Wat 
ueVR(o)( 如 图 3.14 所 示 )。 


"m 

i 

VE(p^)à ,/VE(p^i 
Y cr 


wp’ 
1 D 
"D 
1 ^ 
1 


VE(p^! ` VEP’) 
图 3.14 PIA u GBH Cp, p"INKR 
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对 于 任意 一 点 ugP， 我 们 首先 取 p'=po，p”=pw2， 然 后 根据 引 理 3.7 判断 
u 是 在 C(p'"，p”) 中 还 是 在 C( p"”，p') 中 ， 然 后 继续 在 C( p'» pN C(p". p) 
中 用 二 分 法 查找 ， 最 后 可 查找 出 己 中 离 u 最 近 的 站 点 。 由 引 理 3.7 知 ， 对 于 
任意 一 点 ugP 和 站 点 p'eP，p”eP， 可 以 在 0(1) 时 间 内 判断 出 是 否 存 在 站 点 
oeC(p', p"), ii ueVR(o)。 因 此 ， 对 于 任意 一 点 ugP， 可 在 O(logn) 时 间 
内 找到 站 点 oeP，ueVR(o)。 因 此 ， 根 据 引 理 3.6， 对 于 任意 一 点 ueP， 可 
在 O(logn) 时 间 内 找到 站 点 veO1， 满 足 weVR(v)。 


引 理 3.8 给 定 一 个 顶点 oeQ 和 任意 顶点 o'eQ. o'so. fi o'eQ, R 
o'eOm， 如 果 其 同时 满足 下 列 四 个 条 件 : 


(1) (VE(0)ıxVE(0')1)*k<0; 
(2) (VE(0)1xVE(0")2)*A<0: 
(3) VE(9);* VE(0')1>0; 
(4) VE(oi*VE(o)?<0。 


证 明 : 假设 o' 同 时 满足 四 个 条 件 ， 但 ooeO.. HT oeQ ， 存 在 
(VE(o)xVE(o)))* &»0. H. (VE(o)xVE(0);)* 4^0 ， 或 VE(oy* VE(o)j«0 H. 
VE(oy* VE(o)5x0.. A, MBEAN IE. 


假设 o' 同 时 满足 四 个 条 件 ,但 0’ € Oye HF osOw HELA VE(o)i* VE(0'):>0 
且 VE(o。*VE(o)>>0。 了 矛盾 ， 假 设 不 成 立 。 


因此 ， 原 命题 成 立 。 证 毕 。 
类 似 地 ， 可 得 到 引 理 3.9. 


引 理 3.9 给 定 一 个 顶点 oeQ, 和 任意 顶点 eQ, o'#0. A o'eQa 或 
oOm， 如 果 其 同时 满足 下 列 四 个 条 件 : 


(1) (VE(0)2xVE(0')1)*k >0; 


(2) (VE(0)2xVE(0")2)*k >0; 
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(3) VE(0)2* VE(0')1>0; 
(4) VE(0)2*VE(0')2<0. 
定理 3.9 设 p;、 gj 分别 是 Pl、01 的 顶点 , pe VR(q) H. qeVR( p) WE: 


a) 如 果 pE VEq)2 的 左 侧 ， 则 pi&gPa，qj& Qa; 


(2) 如 果 p E VEQ AW, W pigps，gjg Qu。 
证 明 〈 反 证 法 ): 
(1) p; f£ VE(q)2 的 左 侧 。 


Ca) 假设 pjePy。 由 于 qjeVR(pi)， 所 以 有 ( A xln)* k<( M x pi 
qj k«( v; xla) k«0,. Hl qjeQu. 过 qj E p*g* 的 平行 线 7， 则 p; 
位 于 7 的 左 侧 。 由 于 qjeQa. HAVR) f VEQ) PATH, 
KIT p; Œ VE@)2 AW, AIG. We pie Pac 


(b) R q;eQa. HH Ca) Al pie Pa, Bl p;eP, EX p;eP,. 由 于 
qeVRC pi)» H.qjeQa. Pi Dv, xla)ek«(v;, xpiqjek«0. it 
qj VE pxqg# 的 平行 线 1， 则 p; 位 于 7 的 左 侧 。 由 于 weOu， 所 以 
VE) FI VEQ) E WAW, 因而 pi Œ VE) 的 右 侧 , 矛盾。 
故 qjg Qa。 


(2) 证 明 方法 类 似 a). WEE., 


如 果 pi; 是 Pi 的 一 个 边 , 则 根据 顶点 gj 在 pi; 边 上 的 投影 p (qp) VE (q) 
和 VE (GA 的 位 置 关系 确定 pi 与 qj 的 位 置 。 


定理 3.10 BoM oeP, wisi oQ, H osVR(ol)。 
(1) WER o1ePg， 则 ozeOu; 
(2) 如 果 oleP,， 则 o»eQu: 


(3) WER oeOQ4s， 则 o1ePy 或 记 ，; 
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(4) WER o5eQ,, N ope P, EX Pro 


证 明 : (1) 假设 01€P4; 052€ Qa 4 o*, 0o2# 表 示 Ol» O5 的 最 短 距离 点 对 ， 
o*=02*-01* 为 向 量 ， 则 (wv*xo*),。k>0。 根 据 性 质 3.3, 02 在 VE) 的 左 侧 ， 
Or¢VR(01). AG. ATLA, WR o1ePs， 则 o;eQ;. 


类 似 的 方法 可 证 明 (20. (32. (4) 也 成 立 。 证 毕 。 
算法 3.3 计算 P 和 0 的 初始 搜索 范围 P 和 0 


CD Hy P 的 第 一 个 顶点 pi, 根据 引 理 3.7, 用 二 分 法 在 O 中 计算 站 点 op 
其 中 pieVR(o1); 


(1.1) 如 果 O71 是 边 , 取 qi2 为 01 的 - -个 端点 ; 如 果 01 是 顶点 ， qi701; 


(1.2) 根据 引 理 3.6 知 ，gqize OQ1。 
(2) 类 似 地 ， 用 二 分 法 在 P 中 计算 站 点 on, JEP qeVR(o;); 


如 果 os 是 顶点 且 ozeVR(qia)， 或 o 是 边 且 p(qi2，02)eVR(qi2))， 则 0s、 
qi 为 最 短 距离 站 点 对 ， 整 个 算法 结束 ， 否 则 转 (3)。 


(3) 根据 定理 3.9， 确 定 qo 的 位 置 : 
(3.1) WR 02 FE VE@i2)2 的 左 侧 ， 则 ogPa，gqi2gQa; 
(3.2) WMR o 在 VEQ) 的 右 侧 ， 则 oP gi2€Que 
(4) 根据 引 理 3.8 和 引 理 3.9， 用 二 分 法 在 Q 中 计算 qo: 


(4.1) 如 果 qi5e Qa: 


(4.1.1) 如 果 quos; eQa EX On» W qoqa) Ck A. WME 
为 0); 


(4.1.2) WÈ gezpbeO， 则 继续 判断 qaioF A E s 


(4.1.3) 和 否则， 在 quo 58 qe h, MRM CR 
每 次 增加 2、4、8…) 进行 查找 ， 可 得 到 qoe Qu Bk Ono 
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(4.2) WA qag QO,， 可 沿 顺 时 针 方 向 用 上 面 类 似 的 方法 确定 qne Qu 
或 One 


(5) 用 二 分 法 在 尸 中 计算 op HP qoe VR(04); 


如 果 o4 是 顶点 且 04eVR(qp), BK o4 是 边 且 plq 01))e VRQ?) lil o4、 
qn 为 最 短 距离 特征 对 ， 整 个 算法 结束 。 


(6) 根据 定理 3.10 和 qo. qo 的 位 置 ， 确 定 par pa 分 别 取 oz o4 的 哪个 
端点 ， 并 确定 pa» pp 的 位 置 。 


pa、pPn 间 的 站 点 组 成 P( 逆 时 针 )，gqp、gqn 间 的 站 点 组 成 0'( 逆 时 针 )。 
根据 引 理 3.8、 引 理 3.9 以 及 定理 3.10, PURI 0O' 即 为 包含 有 最 短 距 离 站 点 对 的 
初始 搜索 范围 。 这 里 ， 己 和 2 分 别 只 是 P. QVO HA. 


由 前 面 的 分 析 知 ， 算 法 3.3 计算 qin 的 时 间 复 杂 度 为 Odogm)， 计 算 pri 
的 时 间 复 杂 度 为 O(logn); 根据 引 理 3.9, 计算 gj, 的 时 间 复 杂 度 为 O(logm)， 
计算 pi 的 时 间 复杂 度 为 Odlogn)。 因 此 ， 算 法 3.3 中 确定 初始 搜索 范围 的 时 
间 复 杂 度 为 O(lognHogm) « 


3. 计算 候选 站 点 的 位 置 
下 面 讨论 关键 问题 2 的 解决 方法 。 


设 两 个 顶点 peP1，gqje OQ1。 pir GJ KF VR(pi)、VR(q) 的 位 置 关 系 可 以 分 
为 以 下 几 种 情况 。 


情况 1: gj 在 VE(p) 的 右 侧 ， 又 分 为 以 下 三 种 子 情况 : 
情况 1.1: pi TE VEQ) KEW: 
情况 1.2: pie VR(q). Hl pE VEQ) 的 左 侧 ， 且 在 VEQ) 的 右 侧 ; 
情况 1.3: pi TE VE) 的 右 侧 。 


情况 2: qjeVR(p)， 即 qj Æ VEC) 的 左 侧 且 在 VE 的 右 侧 ， 又 分 为 
以 下 三 种 子 情况 : 
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情况 2.1: pi E VEQ) 的 左 侧 ; 
情况 2.2: pieVR(q)， 即 p; YE VEQ) EM, HE VEQ) KAN; 
情况 2.3: pi tE VEQ) 的 右 侧 。 

情况 3: gj 在 VE(pi) 的 左 侧 ， 又 分 为 以 下 三 种 子 情况 : 
情况 3.1: pi E VEQ) 的 右 侧 ; 
情况 3.2: pieVR(q)， 即 pi Œ VEQ) KEW, HE VE) 的 右 侧 ; 
情况 3.3: pi E VE) 的 左 侧 。 


如 图 3.15 HR, qE VE(pn)i 的 右 侧 ，g3、q4、qs、46、97 在 VE(p2)i 的 
HW, q1、q2、g3、qa、 qs 在 VEC pi) 的 左 侧 , qı TE VEC) HEW, ge 在 VR(p1) 
H, qo 在 VR(p2)'F pE VEQ)» VE) VE) REM, p 在 VR(q4) 
"P, pi. pE VE(qs«. VE(qgi«. VE?) KWAM, pi 在 VEC) VE 
VE(q3o. VE(q4)2 的 左 侧 ，<p*，9 闪 为 已 和 9 的 一 个 最 短 距 离 实现 点 对 。 


图 3.15 候选 站 点 间 的 位 置 关系 


定理 3.11 i qŒ VEC ph MAM, pi E VEG IMAM, WA: 


(1) 如 采 (VE(CPDixVE(gD)D 20, W piePus 
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(2) WUR(VE(piixVE(qj) *k«0.. W qje Qa. 


WEBB: (1) {RECVE(@)1xVE(q)1) *kZ0,. fH pjePa. HF qj E VEP) H 
右 侧 ，p; 在 VEG) 的 右 侧 ， 所 以 qe Oa。 根据 性 质 3.4， 有 (VE(p)1xVE(q)1)* 
hk<0。 了 矛盾 。 所 以 原 命题 成 立 。 类 似 地 ， 可 证 明 (2)。 证 毕 。 


图 3.16 情况 1.3 中 候选 站 点 间 的 位 置 关系 


对 于 情况 1.3 (gj 在 VEC) WAW, pi E VE) WAWD: “4 peP, I], 

GE Qu» Om ER Og UN 3.16 PHY po qo po 5 q3» HEP pr|Pus Q2€ Qu» G3€ Qa) o 

"4 pjeP,, WX Pal, qje Qa (如 图 3.16 中 的 pi 与 93， 其 中 piePz，q3e0Q4)。 如 

果 (VE(p2)1xVE(q2)1)*k 宇 0， 则 可 排除 piePm H. qjeQ4, pie Pa H. qje04 的 情况 

(如 图 3.16 中 的 pi 与 9;3)， 因 此 必 有 peP, CK! 3.16 中 的 p5 qo pS 

人)。 如 果 (VECDixVE(gD)D « <0， 则 可 排除 geg, A gegn 的 情况 ， 因 此 必 
有 qjeQz (如 图 3.16 中 的 pi 与 qi. 


定理 3.12 K gE VE ph EM, pE VEQ) WEM, WA: 


(1) 如 果 (VE(wh)zxVE(PD>) <0, Jill gje Qu: 


(2) 如 果 (VE(w)2xVE(PDz) k>0, W p; ePae 
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证 明 方法 类 似 定理 3.11. 


对 于 情况 3.3 (gj 在 VE( ph REM, pi E VE AW: 当 peP, BK 
Pull, q;eQ, (如 图 3.17 中 的 ps 与 q1， 其 中 peP, gieQO,)。 当 piePy 时 ， 
qj€ Qv On ER Og MN 3.17 "PI pi 5 qo pi 5 q» Kr pie Po qi €Qus qE Qa). 
WUR(VE(qpoxVE(piz) ekx0,. THER q;eQ, fll qje Os. AT qjeQO,。 类 似 地 ， 
MR (VE(q)2xVE( p2) se>0， 可 排除 pieP 和 pieP,,， 则 pe Pa. 


针对 上 面 的 每 一 种 情况 ， 我 们 给 出 判断 po q; RT RB p*g* 的 位 置 
的 算法 。 


图 3.17 情况 3.3 中 候选 站 点 间 的 位 置 关 系 
算法 3.4 判断 pn g KFA HRE p*q* 的 位 置 
(1) 如 果 满 足 情 况 1: 


(1.1) 如 果 满 足 情况 1.1， 则 pjeP,，gqje,; 
(1.2) 如 果 满 足 情况 12, WW piePus GEQui 


(1.3) 如 果 满 足 情况 1.3， 根 据 定理 3.11， 有 : 
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(a) WER(VE( pi): xVE(q)1) 二 0， 则 peP, 
(b) 如 果 (VE( pi xVE@)) *& <0, W qje Qu. 
(2) 如 果 满 足 情况 2: 
(2.1) 如 果 满 足 情况 2.1， 则 peP, X piePm qjeQu: 
(2.2) 如 果 满 足 情况 2.2， 则 pjeP,,，gqje Ow; 
(2.3) 如 果 满 足 情况 2.3， 则 piePs 或 pieP,,，qjeQa。 
(3) 如 果 满 足 情况 3: 
(3.1) 如 果 满 足 情况 3.1， 则 piePa qjeQa 
(3.2) 如 果 满 足 情况 3.2， 则 pjePs, qjeQu: 
(3.3) 如 果 满 足 情况 3.3， 根 据 定理 3.12， 有 : 
Ca) 如 果 (VE(q)2xVE(pi)) 。f>0， 则 pie Pa. 
(b) Ul (VE(q)oxVE(p)2) K0, W ge Qu. 


根据 算法 3.4， 可 以 确定 pi 或 人 关于 pq 的 位 置 ， 然 后 可 以 确定 新 的 搜 
索 范 围 。 算 法 3.4 判断 pieP1 和 gqjeQ1 位 置 的 时 间 复 杂 度 为 0(1)。 


4. 计算 最 短 距离 站 点 对 


为 便于 描述 ， 设 初始 搜索 范围 P' 的 起 点 p'ePys， 终 点 p'eP, 0O' 的 终点 
q'eQ4s， 起 点 qg"eQu。 


算法 3.5 ”查找 最 短 距 离 站 点 对 
(1) 如 果 p' 与 p" 为 相 邻 的 两 个 顶点 ， 则 可 用 二 分 法 在 0' 中 计算 qo 
(1.1) WẸ q 是 顶点 ， 满 足 oteVR(q) 晶 geVR(o)， 其 中 o 为 站 点 


ph p's p'p'. oF Hq 到 p'、p" 或 p'p" 的 投影 ， 则 算法 结束 。 
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(1.2) WR q 是 边 ， 满 足 p'eVR(q)H. q*eVR(p), BK p'eVR(q)H. 
gq*eVR(p”")， 其 中 gq* 为 p' 或 p" 到 g 的 投影 ， 则 算法 结束 。 
(2) WER gq' 与 q" 为 相 邻 的 两 个 顶点 ， 则 可 用 二 分 法 在 P' 中 计算 p. 


(Q.D WE p 是 顶点， 满足 o*eVR(p)H peVR(o)， 其 中 o 为 站 点 
4q、9" 或 g'g”"，o* 为 p 到 g'、g" 或 gq" 的 投影 ， 则 算法 结束 。 


(2.2) WÈ p 是 边 ， 满 足 q'eVR(p)H. p*eVR(qg”), BK q"eVR(p)H. 
p*eVR(q"), cb p* 为 gq' 或 gq" 到 pp 的 投影 ， 则 算法 结束 。 


G) 分 别 取 已 、C 中 间 的 顶点 站 点 pis qj "EIE PP，Q' 分 成 子 多 边 形 
WEB" RIP". Q" FO," 


(4) 用 算法 3.4 FAT p; I q REE 
(5) 确定 新 的 搜索 范围 。 
(5.1) WR p;e P, H. qjeO%， 则 <p;，q;> 为 最 短 距离 站 点 对 ; 算法 结束 ; 


(5.2) WER piePn H. qje 0%,， 则 找到 最 短 距离 站 点 对 中 的 一 个 p=pi， 
然后 在 O' 中 用 二 分 法 计算 q, 其 中 peVR(g) 量 gq*eVR(p), 算 
法 结束 ; 


(5.3) WA gje Ow H. pigPn,， 则 找到 最 短 距离 站 点 对 中 的 一 个 q=g， 
然后 在 P' 中 用 二 分 法 计算 p, HP p*eVR(g) H. geVR(p), 算 
法 结束 ; 


(5.4) WR p;eP,, WP=P", $ Aa) 


(5.5) 如 果 p;ePa, WW P'- PB", 8 A) 

(5.6) WR gje OQ。， 则 Q'-Q", % CD; 

(5.7) WR geao W Q'—-O,", $$ CD. 
算法 3.5 的 时 间 复 杂 度 为 O(logn + logm)。 
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算法 3.6 计算 两 个 分 离 凸 多 边 形 间 的 距离 

(1) 用 算法 3.3 计算 P 和 0 的 初始 搜索 范围 P 和 0'; 

(2) 用 算法 3.5 在 PP 和 0O' 中 查找 一 个 最 短 距离 站 点 对 <op，og >; 
G) 根据 <o,，og > 的 类 型 计算 P 和 0 的 距离 : 4d(P，0Q)=d(0op，o0g)。 


由 推论 3.4 可 知 ， 对 于 凸 多 边 形 的 每 个 站 点 的 外 部 Voronoi 区 域 只 有 2 
条 Voronoi 边 ， 且 每 条 Voronoi 边 都 和 多 边 形 的 边 迁 直 。 因 此 , 计算 一 个 站 点 
的 Voronoi 边 的 时 间 为 0(1)， 这 种 计算 只 在 计算 最 短 距离 站 点 对 的 过 程 中 进 
行 ， 不 需要 预先 计算 与 存储 。 由 上 面 对 算法 3.3 和 算法 3.5 的 分 析 知 ， 计 算 
初始 搜索 范围 及 在 其 中 查找 一 个 最 短 距 离 站 点 对 的 时 间 复 杂 度 都 为 
O(lognHogm). Ah, 根据 最 短 距离 站 点 对 计算 多 边 形 的 距离 的 时 间 为 0(1)。 
因此 ， 整 个 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(logn+logm)。 


3.3.3 简单 多 边 形 中 的 最 短路 径 计 算 


本 节 介 绍 一 种 基于 Voronoi 图 的 计算 简单 多 边 形 中 任意 两 点 s 和 1 之 间 的 
最 短路 径 SP(s，7) 的 算法 [YangCL2007]。 


1. 概念 和 性 质 
在 介绍 具体 算法 之 前 ， 先 介绍 几 个 基本 概念 。 


简单 多 边 形 己 中 两 点 9 和 1 之 间 的 Voronoi 骨架 路 径 VSP(s， 六 是 一 条 由 
系列 Voronoi 边 首尾 依次 连接 而 成 的 路 径 。 如 图 3.18 所 示 ， 其 由 三 个 部 分 组 
成 ， 分 别 是 中 间 骨 架 部 分 vimmvzP， 起 始 部 分 ssi 以 及 结束 部 分 br. H 
"P, HH s 点 作 相 应 多 边 形 边 (s 所 在 Voronoi 区 域 所 对 应 的 边 ) AEE (如果 
s TEAR p 的 Voronoi 区 域内 ， 则 直接 连接 sp), 2 Voronoi WF sl， 从 而 
得 到 路 径 的 起 始 部 分 ss 由 点 作 相应 多 边 形 边 的 垂 线 ( 如 果 ENARA q 
的 Voronoi 区 域内 ， 则 直接 连接 gt), 2 Voronoi WF tp， 得 到 路 径 的 结束 部 
分 bt。 又 如 图 3.19 中 粗 虚 线 所 示 ，VSP(v,，p9)={y，a，...，o0,， poje 


4; Voronoi 边 e 为 两 Voronoi XE VR(o1) 和 VR(o;) 的 边界 所 共有 ， 则 称 


87 


Voronoi EA tz JH] 


VR(0))fll VR(o3) e 的 关联 Voronoi 区 域 ，o1 和 03 为 e 的 关联 边 。 假 设 a 和 
b 分别 为 e 的 起 点 和 终点 ， 若 ol 在 有 向 边 ab 的 左 侧 ( 右 侧 )， 则 称 o1 为 ab 的 
左 侧 ( 右 侧 ) 关 联 边 。 在 图 3.19 中 ， 边 pi ps 为 有 向 边 de 的 左 侧 关 联 边 ， "ie 
点 (特殊 边 )plg 为 有 向 边 de 的 右 侧 关 联 边 。 需 要 注意 的 是 ，p1 pz 为 有 向 边 

的 右 侧 关 联 边 ，pisg 为 有 向 边 ed 的 左 侧 关 联 边 。 


图 3.18 Voronoi 骨架 路 径 图 3.19 简单 多 边 形 中 的 Voronoi 
骨架 路 径 ( 粗 虚线 ) 


如 果 一 个 内 尖 点 + 的 Voronoi 区 域 与 一 条 Voronoi 骨架 路 径 有 公共 部 分 
CVoronoi 边 )， 则 称 r 为 该 路 径 的 关联 内 尖 点 。 当 我 们 沿 着 Voronoi 骨架 路 
径 走 过 时 ， 发 现 所 有 的 关联 内 尖 点 会 依次 路 过 ， 那 些 位 于 路 径 左 侧 的 关联 内 
尖 点 称 为 左 关联 内 尖 点 ， 相 应 地 也 可 以 定义 右 关联 内 尖 点 。 

设 s、t 是 多 边 形 P 内 的 两 点 ， Por Pir ---> pn(po=s, pn=D) 是 最 短路 径 SP(s, 
办 上 的 所 有 点 。 可 以 看 出 最 短路 径 是 由 左 关联 内 尖 点 和 右 关 联 内 尖 点 组 成 的 。 
我 们 得 到 以 下 引 理 。 

引 理 3.10 SP(s, 六 上 的 任意 顶点 pi;(0<i<n) 一 定 是 路 径 VSP(s, ?) 上 的 关 
KARA. 


F3 Ë $17 46$Voronoi BAABA 


证 明 : 图 3.20 中 sABCDr 是 最 短路 径 ， 存 在 且 只 存在 一 条 Voronoi 骨架 
路 径 连 接 * 与 to 我 们 证 明 最 短路 径 上 的 任意 一 点 下 都 是 该 Voronoi 骨架 路 径 
的 一 个 关联 内 尖 点 。 


假定 BF x Z CBA 的 平分 线 , 正 是 BF 与 Voronoi 骨架 路 径 EFG 厅 的 交点 。 
As Ff. KLBCMN 的 左 侧 可 见 部 分 在 点 画 线 ABCD 之 后 或 者 上 面 。 因 为 
ABCD 是 一 个 凸 包 链 ， 而 点 下 到 KLBCMN 的 最 近 点 是 B， 所 以 B 点 一 定 是 
一 个 关联 内 尖 点 。 证 毕 。 


图 3.20 S、t 之 间 的 最 短路 径 〈 点 画 线 ) 


设 9，9，…，gn 是 VSP(， 疙 的 关联 内 尖 点 ， 是 沿 VSP(C，1 访 问 依次 
得 到 的 ， 而 最 短路 径 SPs, DALAL PA qo qi» c din 依次 组 成 。 由 
引 理 3.10 知 ， qk’ qd» Us din 7€ is qo Us qm WI T 4. 

引 理 3.11 点 qas quo S din 在 有 序 序列 qi，9，…，gw 中 的 顺序 与 
在 SPG，# 中 的 顺序 一 致 。 

证 明 : 如 果 最 短路 径 上 的 点 都 是 左 关联 内 尖 点 或 者 都 是 右 关 联 内 尖 点 ， 
则 证 明显 然 成 立 。 所 以 只 需要 证 明 最 短路 径 上 的 点 同时 来 自 左 、 右 内 尖 点 时 
的 情况 ， 如 图 3.21 中 的 点 4. B. 


图 3.21 点 画 线 是 最 短路 径 ， 细 线 是 Voronoi 边 
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在 图 3.21 中 ,s4BCr 是 最 短路 径 , 细 线 sDFEHIKt 是 Voronoi 骨架 路 径 。 
点 五 是 骨架 上 的 一 点 ， 且 4F1 4B。G 与 4 是 距离 下 最 近 的 两 个 点 。 显 然 ， 
Voronoi 骨架 路 径 sDFEHJKt 仅 能 通过 sDF 一 次 。 从 点 B 看 骨架 sDF 上 的 
点 一 定 经 过 AFG. Ñ B H Voronoi 区 域 的 边界 不 可 能 存在 于 sDF 上 ， 因 为 
sDF 上 的 点 与 B 的 距离 均 大 于 与 4 的 距离 。M 是 Voronoi 骨架 路 径 上 的 点 ， 
且 A4M14As， 因 为 s 从 B 点 不 可 见 ， 所 以 M 在 4F 的 左 侧 。 区域 4MF 一定 
是 点 4 的 Voronoi 区 域 的 一 部 分 。 因 此 在 sDF 骨架 上 一 定 存在 4 的 Voronoi 
区 域 的 边界 , 而 B 的 Voronoi 区 域 的 边界 只 能 存在 于 FEHJKt Eo 这 就 证 明 
了 Voronoi 骨架 上 的 内 尖 点 顺序 与 最 短路 径 上 的 内 尖 点 顺序 一 致 。 证 毕 。 


通过 引 理 3.10 与 引 理 3.11 可 以 得 到 定理 3.13. 

定理 3.13 SPG， 六 上 的 顶点 可 以 沿 着 VSP(Cs， 六 顺序 寻找 ， 且 一 定 是 
VSP(s，7) 的 关联 内 尖 点 集合 的 子 集 。 

由 此 可 以 判断 , 如 果 VSP(s, 力 中 不 包含 内 尖 点 , Ws 与 1 之 间 是 可 见 的 ， 
SP(s，D) 就 是 线段 sf。 和 否则， 按照 定理 3.13 设计 算法 来 计算 SP(s，7)。 

2. 算法 思想 与 步骤 


由 于 在 简单 多 边 形 中 s、t 之 间 只 存在 一 条 Voronoi 骨架 路 径 VSP(s, f), 
SP(s;,7) 上 的 点 能 够 通过 顺序 遍历 VSP(s,) 关 联 的 多 边 形 顶 点 求 得 ,计算 SP(s， 
力 的 算法 有 以 下 三 个 步骤 。 

C1) 首先 确定 s、t 所 在 的 Voronoi 区 域 ; 

(2) 然后 确定 VSP(s. D); 

(3) 最 后 顺序 遍历 VSP(s， 力 ， 确 定 SP(s. D. 

算法 的 第 (1) 步 可 以 通过 计算 s 或 1 到 多 边 形 的 每 个 站 点 的 距离 ， 然 后 
找 出 最 短 距离 ， 即 可 确定 或 1 所 在 的 Voronoi 区 域 。 


算法 的 第 (2) 步 可 以 先 通 过 s 作 相应 多 边 形 边 的 垂 线 (如果 s 在 内 尖 点 
p 的 Voronoi 区 域内 ， 则 直接 连接 sp)， 得 到 路 径 的 起 始 部 分 ssi: 同样 计算 
出 路 径 的 结束 部 分 bt。 然后 通过 遍历 多 边 形 的 Voronoi 图 〈 是 一 棵 树 ) 得 到 
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s, FU h ZR Voronoi 骨架 路 径 ， 将 这 三 部 分 连接 起 来 即 可 得 到 VSP(s, f). 


这 里 重点 介绍 如 何 实现 第 (3) 步 ， 即 如 何 沿 VSP(s, DI SPE, D. 
其 计算 方法 是 : 首先 ， 算 法 从 s 往 上 遍历 VSP, 时 ， 依 次 找 出 关联 的 左 
右 内 尖 点 。 然 后 ， 计 算 已 找到 的 左 、 右 内 尖 点 的 凸 包 链 po qo qm co 
Po duas q c CALI 3.22)， 同 时 维护 从 当前 点 po 出 发 的 左 、 右 切线 〈 例 
如 图 3.22 中 的 po qo fl po gr)。 接 下 来 ， 检 查 右 凸 包 链 的 切线 po gj 是 否 与 
左 侧 的 关联 边 相 交 , 左 凸 包 链 的 切线 po qn 是 否 与 右 侧 的 关联 边 相 交 , 沿 左 、 
右 内 尖 点 的 交替 顺序 检查 。 如 果 切 线 po qn 与 边 w4 qm 相交 ， 则 gp 一 定 是 
SPG，D 上 的 一 点 。 将 当前 点 移动 到 gp， 继续 检查 工作 。 由 于 左 侧切 线 与 右 
关联 边 va qu 也 相交 ， 则 点 qii 也 一 定 是 SPCG， 力 上 的 点 。 将 当前 点 移动 到 
913， 继 续 如 上 的 计算 。 

我 们 注意 到 ， 在 检查 过 程 中 所 用 的 多 边 形 的 边 一 定 是 VSP, OM KK 
边 。 为 了 减少 运算 ， 可 以 事先 将 不 关联 的 边 用 线段 截 去 〈 例 如 图 3.23 中 的 
ya2y3s)。 将 所 有 的 关联 边 以 及 用 于 截 去 非 关 联 边 的 线段 叫做 检查 边 。 


Po 
图 3.22 左 切 线 与 右 侧 多 边 形 边 相交 图 3.23 去 掉 与 Voronoi 骨架 路 径 
不 关联 的 多 边 形 的 边 


在 上 述 计算 过 程 中 , 当 出 现 如 图 3.24 (vi que vn qx 是 当前 的 检查 边 , po qn、 
Pogn 是 当前 切线 〉 所 示 的 情况 时 ， 凸 包 链 以 及 左 、 右 切线 需要 重新 计算 。 
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(2) que E poqn WZM, pogo KAW (b) gx 在 Pogr KEW, pogr 的 右 侧 


(c) gx 在 Po dni 的 右 侧 (d) gx 在 po qn 的 左 侧 
图 3.24 凸 包 链 以 及 左 、 右 切线 需要 重新 计算 


当 出 现 图 3.25 中 的 情况 时 ，gxx 的 两 个 相 邻 的 顶点 wi 和 vz 不 在 po qre 
同 侧 ， 这 时 候 gx 一 定 不 是 SPCG，D 上 的 点 。 


D 


V 4 
i Vay 


图 3.25 qr fE poqn ÆW HYE pogn 451 
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重复 上 面 的 计算 直至 遇 到 终点 to 


下 面 考虑 当 计算 遇 到 终点 上 时 候 的 情况 。 
如 果 左 、 右 凸 包 中 没有 内 尖 点 了 , 则 1 处 于 pogns pode 构成 的 视角 之 内 ， 


则 po、t 之 间 是 可 见 的 ， 计 算 结 束 〈 见 图 3.26 Ca». 
AW, AAEM, H tE pgr 的 左 人 出， 计算 该 凸 包 上 的 点 与 了 形 


成 的 新 凸 包 ， 新 凸 包 上 的 点 都 是 SP(s，D 上 的 结 点 ( 见 图 3.26 (Co, n 
MARE, Atte po qn 的 右 侧 ， 计 算 该 凸 包 上 的 点 与 1 形成 的 新 凸 包 ， 新 


凸 包 上 的 点 都 是 SPCG，D 上 的 结 点 〈 见 图 3.26 (c))。 整 个 计算 结束 。 
t 


图 3.26 遇 到 上 的 三 种 情况 


ARPATEVSP(s, Dit HIRT TESP(s, 1) 


VEA 


算法 3.7 沿 着 Vorono 
令 p 是 SP(s, f) Ef] Bi Disi. qx 是 VSP(s, 上 的 当前 关联 内 尖 点 , CH) 


是 左 关联 内 尖 点 q/ 到 qx 的 左 凸 包 链 ; CH(q)) 是 右 关联 内 尖 点 q, 到 qx 的 右 山 包 链 ， 
TL(q) 是 从 p 到 CH(q7) 的 左 切线 ， 切 点 为 gy，TL(qy) 是 从 p 到 CH(g)) 的 右 切 线 ， 


切 点 为 q,。 
(D p=s; CH(q)- NULL; CH(qg) = NULL; k-1; 输出 p。 
(2) 对 于 VSPG，D 上 的 当前 Voronoi 边 ee， 设 qi qx 是 当前 的 检查 边 。 


(2.1) 如 果 gqi qt 是 左 检查 边 ， 则 : 
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(2.1.1) 如 果 qrgk 与 TL(gD) 相 交 ， 沿 CH(q) 移 动 p 和 qg， 输 出 P， 
s (02413 
(2.1.2) 否则 ， 重 新 计算 CH(gn) 和 TL(gq)。 
(2.2) 如 果 gqi qx 是 右 检 查 边 ， 则 : 


(2.2.1) 如 果 gi gx 与 TLD, 沿 CH(q7) 移 动 pP 和 gi, 输出 p， 
转 (2.2.1) ; 


(2.2.2) 否则 ， 重 新 计算 CH(g,) 和 TL(g,)。 

(2.3) kto 
G) 如 果 CH(g)= NULL 且 CH(g,) = NULL， 则 输出 t， 返 回 。 
(4) 如 果 CH(q)!= NULL H.rZETL(q;)Zc fill, 

(4.1) 输出 gi; 

(4.2) 如 果 gq/ 是 CH(q7) 的 最 后 一 个 顶点 ， 转 (6); 

(4.3) 设 CH(q) 上 qi/ 后 面 的 点 为 a,， 令 p=q1/，qFa; 转 (4)。 
(5) 如 果 CH(g)) != NULL 且 1 在 TL(q)) 右 侧 ， 

(5.1) 输出 g,; 

(5.2) 如 果 gq/ 是 CH(q)) 的 最 后 一 个 顶点 ， 转 (6) ; 

(5.3) 设 CH(q,) 上 gq; 后 面 的 点 为 Bp， 令 p= qr q=; $E (5). 
(6) 输出 t; 返回 。 


算法 分 析 : 简单 多 边 形 的 Voronoi 图 的 顶点 个 数 为 ntk-2， 边 数 为 
2(2z+ 有 -3， 其 中 n 是 多 边 形 的 顶点 数 ，K(k<n) 是 内 尖 点 的 数目 ， 寻 找 骨 架 路 
径 VSP(s, 几 的 时 间 复 杂 度 为 O(n)， 在 计算 最 短路 径 时 是 沿 着 VSP n Eo 
联 内 尖 点 顺序 计算 的 ， 计 算 过 程 中 每 个 关联 内 尖 点 的 处 理 为 常数 次 。 所 以 通 
过 VSP(s, 办 计算 SP. OHTA TAY O(n)。 由 于 找到 起 点 与 终点 的 步骤 花费 
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的 时 间 仅 为 Om)， 所 以 该 最 短路 径 算法 的 总 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 


对 于 基于 Voronoi 图 的 复杂 多 边 形 中 的 最 短路 径 计 算 ， 可 参见 文献 
[WangXT2011]。 


3.3.4 复杂 多 边 形 中 的 可 见 性 计算 


如 果 多 边 形 P 内 两 点 p 和 g 之 间 的 线段 上 没有 多 边 形 P 了 外 部 的 点 ， 则 p 
和 9 是 相互 可 见 的 ; 多 边 形 P 中 某 点 p 的 可 见 多 边 形 VP( p) 是 指 P 了 中 所 有 从 
Pp 看 去 可 见 的 点 的 集合 。 计 算 多 边 形 内 一 点 p 的 可 见 多 边 形 ， 即 找到 多 边 形 
中 相对 于 p 点 可 见 的 全 部 点 的 集合 , 是 一 系列 多 边 形 可 见 性 计算 问题 中 最 基 
本 的 一 个 问题 。 


本 节 介 绍 一 种 基于 多 边 形 Voronoi 图 的 点 可 见 性 算法 [Zhao2013]。 算 法 
可 以 在 “ 带 洞 ”多 边 形 中 应 用 ， 并 只 在 所 给 查询 点 的 可 见 多 边 形 周 围 的 局 部 
范围 内 进行 遍历 。 算 法 数据 结构 比较 简单 ， 放 分 空间 合理 且 易 于 实现 ， 只 需 
要 O(n) 空 间 和 O(nlogn) 预 处 理 时 间 。 应 用 实例 与 测试 分 析 表明 ， 该 算法 是 一 
种 实际 可 行 的 算法 ， 且 运行 时 间 与 [VP(W)| 和 n 均 呈 线性 关系 ， 其 中 |VP(Y)| 为 
点 的 可 见 多 边 形 的 边 数 ，n 为 多 边 形 的 边 数 。 


本 节 规 定 ， 多 边 形 的 外 边界 是 顺 时 针 的 ， 内 边界 是 逆 时 针 的 。 我 们 将 多 
边 形 中 的 凹 项 点 看 作 特 殊 的 边 ， 即 它 的 两 个 端点 是 重合 的 。 这 样 ， 简 单 多 边 
形 的 Voronoi 图 是 一 棵 树 , 其 叶 结 点 是 多 边 形 的 顶点 ”人 带 洞 "多边形 的 Voronoi 
图 是 一 个 图 ， 其 中 度数 为 1 的 结 点 为 多 边 形 的 顶点 。 


1. 概念 与 性 质 


VPC) 有 两 种 类 型 的 边 : 一 类 是 原始 边 ， 是 P 的 边 或 边 的 一 部 分 ， 称 其 为 已 
的 边 相 对 于 v 的 可 见 部 分 ， 另 一 类 为 构造 边 ， 其 端点 在 P 的 边界 上 ， 除 端点 外 
的 部 分 则 在 P 的 内 部 。 对 于 简单 多 边 形 ， 每 条 边 相 对 于 v 最 多 只 有 一 个 可 见 部 
分 ， 对 于 “ 带 洞 ” 多 边 形 ， 每 条 边 相 对 于 v 可 能 有 多 个 可 见 部 分 。 由 于 VPC) 
是 一 个 星 形 多边 形 ， 因 此 如 果 逆 时 针 沿 着 VPC) 的 边界 依次 遍历 ，v 和 VPC) 的 
各 顶点 的 连 线 与 水 平 轴 之 间 的 有 向 角 是 从 小 到 大 依次 排列 的 。 算 法 将 沿 着 多 边 
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形 的 Voronoi 图 进行 深度 优先 搜索 ， 访 问 多 边 形 中 的 边 ， 并 计算 被 访问 边 的 相 
对 于 v 的 可 见 部 分 ， 其 中 会 用 到 v 到 其 两 个 顶点 的 Voronoi 骨 架 路 径 和 局 部 最 短 
路 径 的 概念 。 


对 于 多 边 形 P 中 一 点 v， 假 设 其 位 于 边 e 的 Voronoi 区 域 VR(e) 中 ,我 
们 过 vw 作 e 的 垂 线 ， 可 以 证 明 该 垂 线 只 与 VR(e) 的 边界 上 的 一 条 Voronoi i 
相交 ， 不 妨 设 交点 为 a。 我 们 将 a 看 作 一 个 结 点 ，va 看 作 一 条 边 加 入 VDP) 

(如 图 3.27 所 示 )。 


图 3.27 简单 多 边 形 中 Voronoi 骨架 路 径 ( 粗 虚 线 ) 和 Voronoi 通道 KKH) 


由 3.3.3 节 可 知 , v $8] P 的 一 个 顶点 pi; 的 Voronoi 骨架 路 径 VSP(v. pj) 是 
一 条 由 系列 Voronoi 边 首尾 依次 连接 而 成 的 路 答 。 如 图 3.27 中 粗 虚 线 所 示 ， 
VSP, po)- (v. a, ... 0» pole 3I pi pa AAI de WA MKB, MT 
点 《特殊 边 ) pis 为 有 向 边 de 的 右 侧 关 联 边 。 需 要 注意 的 是 ，pi p AA A 
ed 的 右 侧 关联 边 ，pis 为 有 向 边 ed 的 左 侧 关联 边 。 


多 边 形 P 中 的 一 个 点 v 到 PP 的 一 个 顶点 pi 的 Voronoi 骨架 路 径 VSP(v, 
四 的 每 条 Voronoi 边 所 关联 的 Voronoi 区 域 形成 v 到 p; 的 一 个 通道 ， 称 之 为 
VSP(, 四 对 应 的 Voronoi 3iÉ C(v. pj). v 到 两 个 顶点 pi~ pia 的 Voronoi 
WE C(v. pM CO, pi dB ST v BL p p, 的 Voronoi 通道 道 C(v. pi pii)» 
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这 里 ，VSP(v, pi) 和 和 VSP, pie TES: VD(P) 深 度 优先 搜索 时 依次 遍历 得 到 
的 ， 它 们 除了 所 含有 的 VR(pipin1) 的 Voronoi 边 不 同 ， 其 他 边 都 是 相同 的 。 


在 一 个 Ce， 中 ， 将 VSP(, p) 看 作 一 条 绳子 ， 如 果 用 力 将 其 拉 紧 ， 
则 可 得 到 在 该 Co, pP v 到 p; 的 一 条 最 短路 径 ， 我 们 将 其 称 之 为 局 部 最 短 
路 径 ， 用 SP, PIER. 


图 3.27 中 ， 灰 色 区 域 为 VSP(w，po) 所 对 应 的 Voronoi 通道 C(v, po), 
图 3.28 中 灰色 区 域 为 v 到 ps 的 两 条 Voronoi 骨架 路 径 分 别 对 应 的 Voronoi 
通道 。 图 3.27 P, VSP(v. ps)= (v, a, ++) o, ps}, VSP(v, po)= (v, a, …， 
0，p9}， 它 们 不 同 的 部 分 是 ops 和 oz， 都 是 VR(psp9) 的 Voronoi ið. 在 Cv, 
psp), v 到 ps 的 局 部 最 短路 径 为 SPV ps)={v ps} v 到 po 的 局 部 最 短路 
径 为 SP(v，po)={v，pio，p9}。 需 要 注意 的 是 ， 在 “和 带 洞 ”多 边 形 中 ，v 到 
Pi 存在 多 个 Voronoi 通道 ， 因 此 存在 多 个 局 部 最 短路 径 。 如 在 图 3.28 Ca) 中 
的 Voronoi 通道 C(v. p) KEK) A, SP, ps)={v, ps}; 在 图 3.28 (b) 
中 ， 还 存在 一 个 Voronoi 通道 (灰色 区 域 )， 其 中 SP, p3)={v, Pur Pis p3}。 


Po 


(a) (b) 
328 “人 带 洞 ”多 边 形 中 Voronoi 骨架 路 径 〈 粗 虚线 ) 和 Voronoi 通道 KKE) 


2. 算法 描述 
本 节 首 先 讨论 多 边 形 内 计算 一 条 边 相 对 于 给 定 查询 点 的 可 见 部 分 的 计 
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由 于 对 于 一 个 多 边 形 P 及 其 内 部 一 点 v, v 到 PP 的 顶点 pi 的 一 个 Voronoi 
通道 可 以 看 作 一 个 简单 多 边 形 ， 由 定理 3.13 可 得 引 理 3.12。 


518 3.12 ”对 于 一 个 多 边 形 P 及 其 内 部 一 点 v, 在 v 到 pi; 的 一 个 Voronoi 
通道 中 , v 到 p; 的 局 部 最 短路 径 SP.(v, pi) 能 够 通过 顺序 遍历 VSP(v. pi) 得 到 ， 
H SP.(Y，p)) 上 的 顶点 必 为 VSP(v，p)) 所 关联 的 内 尖 点 。 


31 3.13 ”对 于 一 个 多 边 形 P 及 其 内 部 一 点 v Ev 到 PP 的 边 pipi I] 
一 个 Voronoi MÄ P, pipi 相对 于 v 存在 可 见 部 分 ， 当 且 仅 当 v 到 pi; 的 局 部 
最 短路 径 SPe(w， 站 是 一 条 在 己 内 的 凸 多 边 形 链 且 在 v pi MAH, EL v $1 pia 
的 局 部 最 短路 径 SPV pz) 也 是 一 条 在 己 内 的 凸 多 边 形 链 且 在 pia KIEN o 


证 明 : 充分 性 : 由 引 理 3.12 知 ，SPce(w，p?)) 上 的 点 为 VSP(vw，p)) 所 关联 的 
内 尖 点 。 如 果 只 用 VSPCv， 四 的 左 侧 关 联 内 尖 点 计算 SPY, p). W SP, 
四 为 VSPG， 站 的 左 侧 关联 内 尖 点 的 凸 多 边 形 链 工 CP. E pipri IIF v ti 
在 可 见 部 分 的 情况 下 , 若 SP. p) L CP. Bl SP, 四) 非 凸 ， 则 存在 SP, 
poc {v hs o lp 办 中 一 个 顶点 LASSI) VSP, 站 ) 的 右 侧 关 联 内 尖 点 ， 
则 SP«(v.. pF SPe(v，pir1) 有 交错 部 分 ，pipi 相对 于 v 不 可 见 ， 存 在 矛盾 。 
At, SP., p)-L CP, BI SPev，p) 是 一 条 在 PP 内 的 凸 多 边 形 链 。 显 然 ， 
该 链 在 vp; 的 右 侧 。 同 理 可 证 SP.(v，pir1) 也 是 一 条 在 P 内 的 凸 多 边 形 链 且 在 
VPitl 的 左 侧 。 


必要 性 : BSP p) (v hs c dp pj SP pev ro c 
Te pias 显然， SP«v, 站 在 VSP(v; 六 的 左 侧 ， SPv, pia) t VSP(v. pia) 
WAW. HF VSP, pE VSP(v. pph, KJE SP, p)tE SP, 
PaD 的 左 侧 。 由 于 SPe(v, 到 是 一 条 凸 多 边 形 链 且 在 vpi hA, H. SP pir) 
也 是 一 条 凸 多 边 形 链 且 在 vpr 的 左 侧 ， 它 们 形成 一 个 漏斗 形状 ， 因 此 pi pii 
相对 于 点 v 有 可 见 部 分 。 证 毕 。 


如 图 3.29 所 示 ， 对 于 边 pa ps， 有 局 部 最 短路 径 SPev，p4)={vp3 pa}, 
SP.(v，ps)={vpeps}， 符 合 引 理 3.13 的 条 件 ， 可 以 断定 paps 相对 v 有 可 见 部 
分 。 而 对 于 边 papas 有 局 部 最 短路 径 SPV, p3)={v p} SPV p4)={vp3p4}， 
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不 符合 引 理 3.13 的 条 件 ， 所 以 可 以 断定 ps p 相对 于 v 不 可 见 ( 严 格 地 说 ， 
点 p3 相 对 于 v 可 见 ， 在 本 文中 定义 类 似 p3p4 这 样 的 边 不 可 见 ， 不 会 影响 算 
法 输出 结果 )。 


图 3.29 计算 边 的 可 见 部 分 


由 引 理 3.12 和 引 理 3.13 容易 得 到 定理 3.14。 


定理 3.14 对 于 一 个 多 边 形 P 及 其 内 部 一 点 v， 在 v 到 P 的 边 pi pi W 
一 个 Voronoi 通道 中 ， 有 SP., pi= (v. h» .. lp pits SRV» pia) tv 
Ty Ty Piibe Piper FAM v 存在 可 见 部 分 ， 当 且 仅 当 wi 在 vn 的 左 侧 ， 
而 且 当前 Voronoi 通道 中 p; pic 相对 于 v 的 可 见 部 分 可 通过 计算 射线 vh Al vri 
5 pipin 的 交点 得 到 。 


如 图 3.29 中 ，vp; 在 vpe 的 左 侧 ， 根 据 定理 3.14 All, pa ps 相对 于 v 存在 
可 见 部 分 。 通过 计算 射线 yp3、vps ^3 paps 的 交点 即 可 计算 出 paps 相对 于 v 的 
可 见 部 分 为 ggr。 这 里 ， 射 线 Wi 和 vr 之 间 的 区 域 成 椎 体 状 ， 称 为 可 见 椎 体 ， 
用 VC(vh. vr) 


为 了 计算 整个 VP(v)， 我 们 将 沿 着 VD(P) 进 行 深度 优先 搜索 ， 访 问 每 个 
叶 结 点 ， 即 访问 己 中 的 每 个 顶点 。 由 于 访问 中 得 到 的 相 邻 两 个 顶点 属于 同一 
条 边 ， 所 以 可 以 在 前 一 顶点 的 Voronoi 骨架 路 径 基 础 上 ， 增 加 或 减少 新 访问 
的 Voronoi iW, 即 可 得 到 下 一 顶点 的 Voronoi 骨架 路 径 ;并 在 计算 新 的 Voronoi 
骨架 路 径 的 同时 ， 在 前 一 顶点 的 局 部 最 短路 径 的 基础 上 计算 下 一 顶点 的 局 部 
最 短路 径 。 这 样 可 减少 计算 量 。 
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在 沿 着 VD(P) 进 行 深度 优先 搜索 时 ， 需 要 考虑 每 次 遍历 的 终止 条 件 ， 原 
在 于 以 下 两 点 。 


(1) 在 图 3.30 (a) 中 ，VP()〔 灰 色 区 域 只 是 多 边 形 的 一 部 分 ， 在 遍 
历 到 Voronoi 顶点 gq, 和 qs 时 ,都 没有 必要 再 深度 搜索 下 去 ， 因 为 它们 后 面 的 
Voronoi 边关 联 的 多 边 形 的 边 表 定 相 对 于 vw 不 可 见 。 


(2) 在 图 3.30 (b) 中 的 “ 带 洞 ” 多 边 形 ， 如 果 不 设 终止 条 件 ， 会 陷入 
死 循环 。 其 实 ， 在 沿 每 个 “ 洞 ”的 一 侧 遍 历时 ， 当 遍历 到 某 个 Voronoi 顶点 
CO qis p q) 后 ， 后面 的 Voronoi 边 对 应 的 边 都 相对 于 vw 不 可 见 ， 所 以 
可 以 停止 这 个 方向 的 遍历 。 


下 面 讨论 如 何 设 定 终止 条 件 。 很 容易 错误 地 认为 : 根据 定理 3.14， 如 果 
vh PE vn 的 左 侧 ， 则 可 以 停止 继续 往 下 遍历 并 开始 回 滴 。 但 在 图 3.31 中 ， 
在 沿 “ 洞 ” 且 左 侧 遍 历 到 顶点 ps IN, vh=vpi ACE vry -vpi 的 左 侧 ， 但 仍然 需 
要 继续 遍历 ， 并 经 过 点 g3、q;、q4， 直 至 到 达 qe 才能 停止 。 否 则 ， 多 边 形 的 
某 些 边 (如 paps、pspe) 相对 于 v 的 可 见 部 分 就 会 漏 掉 。 


H 


Ps Po 


V p. 


(a) 简单 多 边 形 O) 带 两 个 “ 洞 ”的 多 边 形 
图 3.30 终止 条 件 示 例 ( 粗 虚线 ) 
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图 3.31 遍历 方向 不 同 ，gq; 处 的 终止 条 件 计算 方法 不 同 


不 妨 设 当 前 遍历 的 骨架 路 径 为 v，a，al，a2，--…，aj， 当 前 的 可 见 椎 体 
为 VC(vh. vn)， 进 行 深度 搜索 访问 到 的 下 一 个 Voronoi 顶点 为 qm。 过 aja 
分 别 作 wara 的 两 侧 关 联 边 的 垂 足 # 和 t。( 需 要 注意 的 是 ， 若 另 一 个 遍历 是 
从 a 遍历 到 gj, 应当 过 点 qj 作 Voronoi 边 wag 左 右 两 侧 关联 的 边 的 垂 足 。 
如 图 3.31 AR, HAA gs 遍历 到 qo, HUE EIU fI fs 车 从 qi 遍历 到 qo, 
FEA th Alt, FA qa iti BI qn, EEX Mh) 


定理 3.15 在 当前 访问 Voronoi 通道 中 ， 若 点 4 和 同时 在 vh 的 左 侧 
或 在 vh 上， 或 者 同时 在 vi 的 右 侧 或 在 vi E WEË VD(P) 进 行 的 当前 遍 
JA, aja 后 面 的 Voronoi 边 e 所 关联 的 边 都 不 在 VCO ，vrD 中 。 


证 明 : 假设 命题 不 成 立 。 则 在 当前 访问 的 Voronoi 通道 中 ， 假 设 ar 后 
面 的 Voronoi 边 e 所 关联 的 边 上 有 一 点 p TE VCO, vn), BI p 相对 于 vw 可 
I, WA SP, p= v p Ai BF f h ARE vh 左 侧 或 在 vh 上， 
或 者 同时 在 vn 右 侧 或 在 vry E, e 为 沿 着 VD(P) 在 aja 后 遍历 到 的 Voronoi 
边 所 关联 的 边 ， 所 以 p 必 在 远离 VC(vh. wh, Ds n] n 1 8k ry 4279 
v 到 p 的 局 部 最 短路 径 上 一 点 ， 这 与 SE. p= (w， 门 矛盾 ， 定 理 3.15 得 证 。 
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定理 3.15 给 出 了 沿 VD(P) 进 行 深度 遍历 的 终止 条 件 ,我们 根据 定理 3.15 
设计 函数 TC(q)， 用 于 表示 在 当前 访问 的 Voronoi 通道 中 Voronoi MA q 是 
和 否 满足 终止 条 件 。 如 果 TC(q)=Trae， 则 满足 终止 条 件 。 如 图 3.30 (a) 所 示 ， 
在 当前 访问 的 Voronoi 通道 中 ，Pi 和 pi 为 点 gz 在 边 qa 的 两 侧 关联 边 的 垂 
Æ, pE vpu E, pE vp 的 左 侧 ， 因 此 TC(q)=True。 该 多 边 形 中 ， 在 当 
前 访问 的 Voronoi 通道 中 , 多 边 形 pipa pipoP2oPi9 Pis Pir 内 的 点 相对 于 视点 vy 
为 不 可 见 。 同 理 , 在 相应 访问 的 Voronoi 通道 中 ,TC(gq;) 为 真 。 在 图 3.30 (b) 
A, 在 相应 访问 的 Voronoi 通道 ( 粗 虚 线 为 相应 的 Voronoi 骨架 ) P, TC(gq1)、 
TC(q;) 和 TC(93) 为 真 ， 其 中 点 qs 是 从 不 同 的 遍历 方向 不 同方 向 所 访问 的 
Voronoi 通道 ) 判断 了 两 次 终止 条 件 。 粗 虚线 为 搜索 过 程 中 遍历 到 的 Voronoi 
边 。 在 图 3.31 中 ， 当 从 的 左 侧 向 右 侧 遍历 〈 从 qg q 和 gi 方向 遍历 ) 
IN, 38Jjf gs, TCs) Atk: 访问 到 qs 时 ， 用 到 垂 足 和 n. BK t 
相对 于 点 v 可 见 ，TC(q;) 为 假 ， 只 有 遍历 到 qi 时， 有 TC(q1) 为 真 ， 此 次 遍历 
AERE. A Hi 的 右 侧 向 左 侧 遍历 (从 q1 朝 q, 和 g; 方 向 遍历 ) 时 ,遍历 到 
qat, TCAE: 遍历 到 qo 时 ， 用 到 重 足 记 和 和 三， 因为 点 户 对 于 点 可见 ， 
TC(q;) 同 样 为 假 ， 只 有 遍历 到 gs 时 有 TC(d3) 为 真 ， 此 次 遍历 才 终 止 。 


基于 上 面 的 描述 ， 算 法 3.8 给 出 了 计算 点 的 可 见 多 边 形 的 算法 。 这 里 假 
设 给 定 一 个 有 n 条 边 和 h 三 0) 个 “ 洞 ” 的 多 边 形 P 以 及 P 中 一 点 v， 在 预 处 
理 阶段 已 计算 出 了 的 Voronoi 图 VD(P)。 


算法 3.8 计算 点 的 可 见 多 边 形 


CD 判断 v 所 在 的 Voronoi 区 域 VR(O， 假 设 o—-pipia: 
(2) 计算 VSP(v. p)fll VSP, pii) FIRI SPV, pA SPs pii): 
(3) 计算 o XF v 的 可 见 部 分 ; 


(4) RSP, pin) SURAT gay qr //q; 为 多 边 形 的 顶点 ; 
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C5) 如 果 TC(@,.1)=False 

(5.1) 取 g,-19; 右 侧 关 联 边 ， 作 为 新 的 pipiens 

(5.2) 如 果 产 pri=o， 算 法 结束 ; 

(5.3) 计算 VSP@, 内 和 VSPG，PsD， 同 时 计算 SP, pF SPY» pr): 
(6) FW, 

(6.1) 取 qr- gr AWW BG, PEATE pipis 

(6.2) iESE VSP(v, p) 和 VSP(v，pin)， 同 时 计算 SPO, p)RISPc(vs pr): 
(7) 转 (3)。 


需要 说 明 的 是 ， 算 法 3.8 中 的 第 (2), (5.3) Al (6.2) 步 中 计算 VSP, 
PD 和 VSPO，PraD 的 方法 不 同 。 下 面 将 分 别 对 它们 进行 讨论 。 


3. Voronoi 骨架 路 径 和 局 部 最 短路 径 的 计算 


算法 3.8 的 第 (1) 步 首先 确定 给 定点 v 所 在 的 Voronoi 区 域 VR(o)。 我 们 
可 通过 逐个 测试 每 个 Voronoi 区 域 来 实现 ， 需 要 O(n) 时 间 。 算 法 3.8 的 第 (2) 
步 用 于 计算 初始 的 Voronoi 最 短路 径 和 局 部 最 短路 径 。 在 加 入 了 点 a 和 边 va 
的 VDP), $ VSP, p)-(v. à: qe “o qo pit» VSPQ, pm)-{v, a: 
qe “o qp pea) EP qo qo or GN VRO Voronoi 顶点 ，a 在 qx 和 
dk 之 间 。 采 用 类 似 3.3.3 节 中 的 方法 ， 在 遍历 VSP, p)(VSP(V, pis) E 
时 , 找到 被 访问 Voronoi 边 的 两 侧 的 关联 凹 顶 点 , 逐次 加 入 到 已 生成 的 局 部 最 
短路 径 中 ， 修 改 生成 新 的 局 部 最 短路 径 ， 最 后 可 得 到 SPc(v，pi)(SPe(v,，pin1))。 
如 图 3.32 所 示 ， 在 加 入 了 点 a 和 边 va 的 VD(P) 中 ，VSP(v,，p13)={v，a，gg; 
47，…，9g0，PpH3}，VSP(O，po={fv，a，99，910，…，914，Po} 。 在 遍历 VSP(， 
PHa)(VSPO，Ppo) 的 同时 ， 计 算 局 部 最 短路 径 ， 最 后 可 得 到 SP，Ppa)F{f，Ppy， 
Po Pis}(SP(v» po)={v> Par Po Po})o HAF vpr fE vp, IAW, KIEA po pis 
相对 于 点 v 的 可 见 部 分 为 gq1/， 其 中 qrq H vpr vps popo HIZ 
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Po qd di Ps 
图 3.32 计算 初始 Voronoi 骨架 路 径 


我 们 注意 到 ， 在 从 a 到 pis 的 访问 过 程 中 ， 当 访问 到 Voronoi 顶点 q4 时 ， 
TC(q4) 为 真 ， 这 时 没 必 要 继续 访问 g3 qos qi 和 go。 这 时 得 到 的 局 部 最 短路 
径 的 第 一 条 边 vpr 就 是 最 后 用 于 计算 p13po 相 对 于 v 的 可 见 部 分 的 那 条 射线 。 
不 难 证 明 ， 即 使 遍历 完 qs. qo. qi 和 go， 所 得 到 的 v 到 pis 的 最 短路 径 的 第 
一 条 边 仍 为 vpr AX q qz qF qo 在 vp7 左 侧 。 因 此， 这 里 可 以 测试 终止 
条 件 ， 减 少 计算 。 


在 已 计算 VSP(w，pin1) 和 SP.(v，pa1) 的 基础 上 ， 考 虑 如 何 快 速 确 定 下 一 
条 边 对 应 的 两 条 Voronoi 骨架 路 径 和 局 部 最 短路 径 。 这 取决 于 TC(q;-1) 的 值 ， 
如 下 所 述 。 


(1) TC(g; -1)=False 时 ， 可 以 继续 往 前 遍历 。 这 时 ， 取 SP, pi) PHI 
最 后 两 个 点 quas dr。 我 们 知道 qr 为 多 边 形 的 顶点 ptri。 此 时 ，Voronoi 边 gr 
gq; 的 右 侧 关 联 边 为 pii paa. XX, VSP(v, pafi SPQ, pa), Hl 
FE VSP, paa)fll Sv. paz). & VSPQv. pha) VSP(Y, pia)» SPV poa)7 
SP.» pia)s XT VD(P) 进 行 遍历 ， 直 到 到 达 pio 对 应 的 叶 结 点 ， 同 时 对 于 这 
个 过 程 中 所 遍历 的 Voronoi 边 ， 如 果 该 边 原 来 被 遍历 过 ， 则 其 已 在 VSP, 
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pe). WEKA VSP, pe) PIR: 否则 ， 将 其 追加 到 VSP, pi), 
同时 修改 SPe(v，pi2)。 


在 图 3.29 中 ,已 知 VSP(v,ps)={vabcdefeps} ,需要 在 其 基础 上 计算 VSPQy， 
ps)。VSP(v，ps) 初 始 值 为 {vabcdefep4}。 在 对 VD(P) 进 行 遍历 到 达 ps 对 应 的 
叶 结 点 过 程 中 ,需要 从 VSPQv,ps) 中 删除 gps All fe, WA fh All hps, 148) VSP, 
ps)={vabcdef hps}。 在 这 个 过 程 中 ， 同 时 修改 SPe(w，ps)， 最 后 得 到 SPe(v 
P5)={VP6 P5} o 


类 似 前 面 计 算 初始 Voronoi 骨架 路 径 所 做 的 分 析 和 处 理 ， 在 朝 paa 遍历 
的 过 程 中 ， 同 时 进行 终止 条 件 的 测试 ， 遇 到 满足 终止 条 件 的 情况 就 停止 继续 
往 前 遍历 。 这 时 得 到 的 局 部 最 短路 径 的 第 一 条 边 可 用 于 边 的 可 见 部 分 的 计 
算 。 遇 到 这 种 情况 时 ， 计 算 完 边 的 可 见 部 分 后 ， 须 转 算法 3.8 的 第 〈6) Gb. 
(2) TC(q,-1)=True 时 ， 不 用 继续 往 前 遍历 。 这 时 ， 取 SPO pe PHI 


后 三 个 点 quas qeas dg。 我 们 知道 g, 为 多 边 形 的 顶点 prio HEIT, Ut Voronoi 
边 qrq- 的 右 侧 关联 边 为 pjpyx1。 这 时 做 如 下 处 理 。 


QD 令 初始 VSP(v, pA VSP(v. pia). 初始 SPY, pj) 为 SPV pi)» 
itt VRE; pD p; 27 lh]388 J] , 将 遍历 的 Voronoi 边 加 入 VSP, p)» 
并 同时 计算 SPV, pj 


© 令 初 始 VSP(v, PA) 为 VSP(v, pia» 初始 SP.(v, PDA SP.(v; 
pin) E VRCPrD 朝 Pr 方向 遍历 ,将 遍历 的 Voronoi iM VSP, 
PH 中 删除 或 加 入 ， 并 同时 计算 SP, p) 


然后 令 i 友 ， 继 续 新 的 处 理 。 上 述 处 理 过 程 中 ， 也 都 可 以 考虑 进行 终止 条 
件 的 判断 。 


在 图 3.30 Ca) P, 算法 会 在 q 处 停止 继续 往 前 遍历 , 将 转向 处 理 边 psp3。 
用 上 面 方法 计算 得 到 SPRO pi pie pip SP p= pie pip 可 
知 pops 相对 于 v 不 可 见 。 算 法 也 会 在 qs 处 停止 继续 往 前 遍历 ， 将 转向 处 理 凹 
顶点 po 开始 回溯 。 在 图 3.30 (b) 中 ， 算 法 会 在 qi 处 停止 继续 往 前 遍历 ， 将 
转向 处 理 边 p3ps。 用 上 面 方法 计算 得 到 SP, pj) (v. pa}, SPR piv. 
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Do P} PIA psp, 相对 于 v 不 可 见 。 
3.3.5 ”虚拟 室内 场景 设计 与 漫游 系统 


虚拟 室内 场景 可 以 看 作 是 将 二 维 平面 多 边 形 垂直 拉 伸 后 得 到 三 维 墙 体 ， 
然后 再 在 其 中 布置 物品 。 虚 拟 博 物 馆 设计 与 漫游 系统 即 为 其 中 一 种 具体 应 用 
[WangL2006]。 其 场馆 的 基本 数据 结构 是 2D 多 边 形 及 其 Voronoi 图 ， 它 们 是 
协同 设计 、 馆 内 物品 组 织 、 可 见 性 计算 、 碰 撞 检 测 、 路 径 规划 等 的 基础 。 建 
立 3D 博物 馆 场景 时 ， 使 用 的 方法 是 将 2D 多 边 形 进行 高 度 拉 伸 获 得 3D 博物 
馆 外 墙 ; 通过 2D 多 边 形 的 Voronoi 图 计算 多 边 形 的 Offset 曲线 ， 偏 移 的 距离 
由 用 户 交 互 给 出 ， 将 Offset 曲线 进行 一 定 高 度 的 拉 伸 ， 可 以 作为 沿 墙 而 设 的 
展台 ; 用 户 可 以 协同 地 往 不 同 的 Voronoi 区 域 中 放置 各 种 形式 的 数字 展品 ; 
场景 中 的 数字 展览 品 和 虚拟 替身 通过 Voronoi 区 域 进行 定位 与 管理 ， 基 于 多 
边 形 的 Voronoi 图 设计 路 径 规 划 、 可 见 性 计算 、 碰 撞 检 测 等 算法 ， 用 于 加 速 
漫游 。 图 3.33 显示 了 多 边 形 及 其 Voronoi 图 的 应 用 框架 。 本 章 介绍 的 多 边 形 
Voronoi 图 及 其 应 用 算法 可 用 于 此 系统 。 


Sweeping Offset 线 
操作 


图 3.33 多边形 及 其 Voronoi 图 的 应 用 框架 
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第 4 章 ”约束 Delaunay 三 角 齐 分 
及 其 应 用 


本 章 介 绍 平面 直线 图 的 三 角 剖 分 , 特别 是 约束 Delaunay 三 角 剖 分 , 包括 
其 概念 、 性 质 、 构 造 方法 及 若干 应 用 。 


4.4 定义 与 性 质 


由 第 1 章 知 , 在 平面 离散 点 集中 添加 边 可 将 离散 点 集 扩 展 为 平面 直线 图 ， 
形成 开放 或 封闭 的 平面 区 域 。 我 们 用 G=(P, E) 表 示 一 个 平面 直线 图 , 其 中 
表示 约束 边 的 集合 ，P 表示 离散 点 的 集合 。 这 里 ，P 也 包含 EE 中 边 的 端点 。 

定义 4.1 给 定 平面 直线 图 GP, E), WAR P HT-RA, 
该 前 分 要 求 保证 瓦 中 的 边 必须 是 该 三 角 痢 分 中 的 边 , 称 这 种 三 角 痢 分 为 G 的 
AIREA žr (Constrained Triangulation)， 并 称 E 中 的 边 为 约束 边 。 

在 实际 应 用 中 ， 约 束 边 可 以 是 河流 、 道 路 、 山 硝 、 海 岸 线 等 。 


定义 4.2 如果 书 中 两 点 之 间 的 线段 与 五 中 任何 约束 边 的 内 部 都 不 相交 ， 
称 这 两 个 点 是 相互 可 见 的 ， 否 则 ， 该 约束 边 对 这 两 点 产生 了 遮挡 ， 称 这 两 点 
是 相互 不 可 见 的 。 


如 图 4.1 所 示 的 G=(P, EE) 中 ,P={pi, po c P7}， 包 {pi1p3}， pips tt 
APR. HP AORN A, pa 相对 于 pa 不 可 见 。 在 这 个 例子 中 ， 尽 管 pa 
在 三 角形 Apipaps 的 外 接 圆 (虚线 ) 中 ,但 由 于 ps 相对 于 ps 不 可 见 ， 我们 仍 
PKApipops 的 外 接 圆 是 一 个 空 圆 ， 这 里 称 之 为 约束 空 圆 。 在 三 角 放 分 中 构造 
这 类 空 圆 时 所 采用 的 准则 ， 称 之 为 约束 空 圆 准则 。 
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图 4.1 约束 边 产生 遮挡 的 情况 图 4.2 图 4.1 中 平面 直线 图 的 约束 
Delaunay = f4 #14) 


定义 4.3 ”对 给 定 的 平面 直线 图 GP, E), HAR Delaunay = ff H4) 
是 对 G 的 约束 三 角 放 分 ， 但 在 每 个 三 角形 上 的 外 接 圆 内 ， 均 不 存在 被 1 的 三 
个 顶点 同时 可 见 的 己 的 其 他 点 ， 即 该 三 角 痢 分 遵循 约束 空 圆 准则 ， 我 们 称 这 
样 的 三 角 痢 分 为 约束 Delaunay 三 角 放 分 (Constrained Delaunay Triangulation, 
CDT) 。 其 中 的 三 角形 称 为 约束 Delaunay 三 角形 。 约束 Delaunay 三 角形 中 ， 
与 一 条 边 相 对 的 顶点 称 为 该 边 的 DT 点 。 


为 了 叙述 方便 ， 我们 用 CDT(G) 表 示 G=(P, 五 ) 的 约束 Delaunay = ff tl] 
4) © CDT (Gy st G 中 所 有 约束 边 和 离散 点 , 即 在 P 中 的 点 都 要 成 为 CDT(G) 
中 三 角形 的 顶点 , E 中 的 边 都 要 成 为 CDT(G) 中 三 角形 的 边 ( 如 图 4.2 所 示 )。 
由 于 约束 边 在 Delaunay 三 角 剖 分 过 程 中 起 到 遮挡 作用 ， 则 其 Delaunay = f 
前 分 有 条 件 地 继承 了 离散 点 集 的 Delaunay 三 角 放 分 中 三 角形 外 接 圆 是 空 圆 

第 2 章 中 介绍 了 离散 点 集 的 Delaunay 三 角 放 分 具有 最 小 角 最 大 特性 (等 
价 于 最 大 空 圆 特 性 ) ， 且 其 是 离散 点 集 的 所 有 三 角 痢 分 中 最 优 的 三 角 痢 分 。 
CDT(G) 也 有 条 件 地 继承 了 这 些 特 性 。 

性 质 4.1 在 CDT(G) 中 ,一 个 三 角形 1 是 约束 Delaunay 三 角形 当 且 仅 当 
t 的 外 接 圆 是 约束 空 圆 ， 即 t 内 部 均 不 存在 被 + 的 三 个 顶点 都 可 见 的 P 中 的 其 
他 点 。 
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HERR 4.2 YE CDT(GJ 中 , 两 个 点 有 pj 构成 的 边 pipj 是 Delaunay 边 当 且 
仅 当 py. p; ENTR, BEEM py. 局 的 国 ， 该 加 中 不 存在 任何 相对 于 
pi、 万 都 可 见 的 己 中 的 其 他 点 。 


性 质 4.1 和 性 质 4.2 可 用 于 构造 CDT(G)。 由 于 CDT(G) 属 于 点 集 P 的 一 
般 三 角 痢 分 的 一 种 方案 , 根据 第 2 章 中 所 介绍 的 离散 点 集 的 Delaunay = fA 4 
分 的 性 质 ， 可 得 到 下 面 的 性 质 4.3。 


性 质 4.3 CDT(G) 最 多 有 3n-6 条 边 ， 最 多 有 2n-5 ^ Delaunay 三 角形 。 


在 实际 应 用 中 ， 平面 多 边 形 (含有 1 条 外 边界 和 h==0 条 内 边界 ) 中 含 
有 mz0 条 约束 边 和 kz0 个 离散 点 的 ， 是 常见 的 一 类 平面 直线 图 。 其 中 ，E 
包含 约束 边 和 多 边 形 域 的 边 ，P 包含 离散 点 、 约 束 边 的 顶点 和 多 边 形 的 顶点 

(如 图 4.3 所 示 )。 要 在 多 边 形 域内 建立 该 平面 直线 图 的 约束 Delaunay 三 角 
Ha), WS WE MA Delaunay 三 角 前 分 〈 如 图 4.4 所 示 )， 其 中 所 有 
约束 Delaunay 边 都 在 平面 多 边 形 域 的 边界 上 或 内 部 [Zeng2005a]。 


图 4.3 一 个 多 边 形 域 中 的 PSLG 图 4.4 图 4.3 中 的 PSLG 的 CDT 


对 于 任意 平面 直线 图 , 可 以 先 计算 其 凸 包 ,， 即 可 得 到 一 个 平面 多 边 形 域 ， 
该 平面 多 边 形 域 的 约束 Delaunay 三 角 放 分 即 为 该 平面 直线 图 的 约束 
Delaunay = fA H); 也 可 以 在 其 外 面 加 一 个 矩形 或 三 角形 ， 转 化 成 多 边 形 域 
的 情况 。 所 以 ， 本 章 后 面 主要 针对 多 边 形 域 的 情况 进行 介绍 。 
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4.2 构造 方法 


文献 [WangJY2011] 介 绍 了 几 种 关于 平面 直线 图 和 多 边 形 的 约束 
Delaunay 三 角 剖 分 算法 。 本 节 介 绍 一 种 平面 多 边 形 域 中 平面 直线 图 的 快速 约 
W Delaunay 三 角 痢 分 算法 。 该 算法 也 适用 于 一 般 平 面 直线 图 和 一 般 多 边 形 的 
约束 Delaunay 三 角 衣 分 [Zeng2005a]。 算 法 不 会 生成 区 域外 的 三 角形 ， 对 存 
在 折线 、 离 散 点 以 及 含 “ 洞 ” 的 情况 不 需要 特殊 处 理 。 实 验 表 明 ， 对 于 随机 
生成 的 多 边 形 域 的 三 角 剖 分 速度 快 ， 平 均 计算 时 间 呈 近似 线性 。 同 时 ， 算 法 
能 够 有 效 地 处 理 顶点 、 约 束 边 的 重 县 情况 和 多 点 共 线 、 四 点 共 圆 等 退化 情况 ， 
从 而 能 够 稳定 、 正 确 地 处 理 各 种 域 信息 ， 并 且 其 效率 满足 实际 应 用 的 需求 ， 
因此 具有 广泛 的 应 用 价值 。 


针对 任意 平面 多 边 形 域 ， 算 法 采用 增 量 思想 ， 借 助 于 均匀 网 格 ， 在 局 部 
范围 内 快速 生成 约束 Delaunay 三 角形 : 首先 , 用 网 格 记录 顶点 和 线段 的 空间 
位 置 和 它们 之 间 的 大 致 邻 接 关 系 ， 然 后 ， 以 平面 多 边 形 域 的 任意 一 条 外 边界 
边 作 为 初始 边 ， 在 附近 区 域 搜索 DT 点 以 计算 其 约束 Delaunay 三 角形 ， 并 用 
堆栈 记录 新 生成 且 未 被 处 理 过 的 内 部 边 ; 接 下 来 , 从 堆栈 中 任 取 一 条 内 部 边 ， 
重复 上 面 的 过 程 ， 直 至 堆栈 为 室 ， 从 而 实现 整个 平面 多 边 形 域 的 CDT。 

算法 4.1 基于 均匀 网 格 的 平面 多 边 形 域 的 快速 约束 Delaunay = ff #4) 
算法 

CD 计算 多 边 形 域 的 包围 盒 。 令 Dy 和 br 分别 为 多 边 形 域 包 围 盒 的 宽度 


(2) 建立 单元 大 小 为 ExE 的 均匀 网 格 ， 并 基于 此 建立 数据 结构 ， 将 多 边 
形 域 的 顶点 和 边 的 信息 放 入 其 中 。 其 中 ptem, n 为 多 边 形 域 的 项 点 数 。 


(3) 取 任 意 一 条 外 边界 边 pipjo 


(4) 计算 DT 点 pt， 构成 约束 Delaunay = ff JÉ Apip; pro 
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(5) 如 果 新 生成 的 边 pipi 不 是 约束 边 ， 则 
(5.1) 若 其 已 经 在 堆栈 中 ， 则 将 其 从 中 删除 ; 
(5.2) 否则 ， 将 其 放 入 堆栈 。 
(6) 若 堆 栈 不 空 ， 则 从 中 取出 一 条 边 ， 设 为 ppp RER (40. 否则， 
算法 停止 。 
下 面 主要 介绍 如 何 构建 均匀 网 格 并 建立 数据 结构 ， 以 及 如 何 计算 一 条 边 
的 DT 点 等 。 
1. 创建 网 格 结构 


算法 首先 建立 单元 大 小 为 ExE 的 均匀 网 格 , 其 中 E- Bo ,为 多 边 


形 域 的 顶点 数 ,b, 和 bj 分 别 为 多 边 形 域 包 围 盒 的 宽度 和 高 度 , b, = x — Xin? 
b, = yas 一 ymn。 在 网 格 结构 中 ,为 网 格 单元 b 分 别 建立 一 个 b 内 的 多 边 形 顶 
点 链表 Point(5b) 和 一 个 经 过 4b 的 多 边 形 边 链表 Edge(bp)。 整 个 网 格 结构 使 用 二 
维 数组 来 表示 。 若 将 一 个 顶点 pa y) 放 入 相应 的 网 格 单元 ， 其 对 应 的 数组 下 
标 为 《int 《x-xmin/E)，int 《yymin/E))， 这 里 xqins Ymin? Xmas Vmax 是 点 集中 
各 点 坐标 的 最 小 和 最 大 xy (As 若 将 多 边 形 域 中 的 一 条 边界 边 放 入 其 经 过 的 
网 格 单元 ， 其 对 应 的 数组 下 标 可 通过 光线 跟踪 技术 快速 计算 得 到 。 


整个 平面 多 边 形 域 使 用 一 个 顶点 链表 polygon 来 记录 ， 约 束 边 由 顶点 间 
的 连接 关系 隐 含 表示 ,分别 记录 外 边界 和 内 边界 、 折 线 、 离 散 点 (三 者 顺序 
可 调 ); 各 边界 和 折线 上 的 顶点 按 约定 顺序 排列 。 各 个 顶点 的 真实 信息 仅 存 
在 于 polygon 各 结 点 中 ; 网 格 单元 的 顶点 链表 结 点 和 边 链 表 结 点 都 通过 指针 
引用 polygon 结 点 获得 顶点 或 相关 联 的 边 信息 。 这 样 既 节 省 空间 ， 又 能 够 保 
2. 计算 DT 点 


将 计算 一 条 边 的 DT 点 的 过 程 称 为 一 趟 。 每 趟 包含 两 步 : 寻找 初始 可 见 
点 和 确定 DT 点 。 该 过 程 中 借助 均匀 网 格 ， 将 DT 点 的 搜索 限制 在 局 部 范围 
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内 ， 加 快 计算 速度 。 
(1) 寻找 初始 可 见 点 


假定 当前 需要 处 理 的 边 为 pi po 〈 如 图 4.5 所 示 )。 那 么 ， 以 pi pz 的 中 点 
pmid 所 在 的 网 格 单元 为 中 心 ， 按 照 螺 旋 式 扩散 的 顺序 在 有 向 边 pip; 左 侧 搜 索 
网 格 单元 , 对 其 顶点 链表 中 各 结 点 做 相对 pi pa 的 可 见 性 判断 ， 直至 找到 一 个 
可 见 点 p3， 称 其 为 初始 可 见 点 。 每 扫描 一 个 网 格 单元 ， 就 将 其 标记 为 当前 越 
数 。 当 网 格 单元 中 包含 多 个 pipa 的 可 见 点 时 , 选取 使 得 Zpipp; 最 大 的 那个 可 
见 点 p。 


图 4.5 计算 DT 点 


这 里 ， 称 ps 为 pipz 的 可 见 点 ， 必 须 满足 下 面 三 个 条 件 : 
O ps 在 有 向 边 pip; 的 左 侧 ; 


© ps 与 pi 可 见 ， 即 对 于 pip; 所 穿 过 的 所 有 网 格 单元 中 记录 的 任意 一 条 
We, fi enpips-Os 


© p 5i p UL, HIDE pops 所 穿 过 的 所 有 网 格 单元 中 记录 的 任意 一 条 
We, ti enp pð. 


(2) 确定 DT 点 
对 于 均匀 网 格 上 的 任意 一 条 有 问 边 pipo MEt DT 点 的 过 程 如 下 : 


112 


FAX 24% Delaunay E 2/24 JL 8 


@ 构造 人 pipzp; 的 外 接 圆 C( pi. po» p) RAMEE Ca(C( pi». pr» 
ps) (如 图 4.5 虚线 所 示 ); 


Q 依次 访问 网 格 包围 盒 Cp(C( pl!，p2，p;)) 内 的 每 个 网 格 单元 ， 对 没有 
当前 趟 数 标 记 的 网 格 单元 进行 搜索 ， 并 将 其 标记 为 当前 趟 数 。 若 某 
个 网 格 单元 中 存在 可 见 点 p 并 且 Lpipp2>Lp1p3p;， 则 令 pp, FEY 
RCD; ATM, OR G); 


© 4i Ce(C(pi，P，P3)) 内 所 有 网 格 单元 都 已 被 标记 为 当前 趟 数 ， 也 即 
C1，p2， 旋 ) 内 无 可 见 点 ， 则 ps 为 pipy 的 DT 点 。 


当 pip2 恰 有 两 个 可 见 点 po pali Zpipspr-Zpipaps, MUARA, 
在 共 圆 点 ps 被 选 作 DT 点 后 ， 四 点 共 圆 不 复 存 在 ， 新 生成 的 Delaunay 三 角 
形 内 部 边 pi ps 8X ps pa P, EE —4& 453 pa 可见, 对 它 必然 选中 py 作为 DT 点 ， 
从 而 实现 四 点 共 圆 下 的 CDT。 由 此 可 见 ， 共 圆 可 见 点 中 的 一 个 一 旦 被 选 作 
DT 点 ， 其 余 的 对 此 次 搜索 不 再 起 作用 ; 正 是 因为 计算 的 不 重复 性 以 及 增 量 
式 生 长 结构 的 前 进 性 ， 避 免 了 死 循 环 ， 自 动 有 效 地 解决 了 四 点 共 圆 的 情况 。 
多 点 共 圆 的 情况 与 此 类 似 。 另 外 ， 通 过 动态 更 新 包围 盒 ， 可 以 有 效 地 收缩 可 
见 点 查找 范围 ， 并 充分 利用 网 格 单元 搜索 标记 ， 避 免 重 复 操作 以 加 快速 度 。 


3. 堆栈 结构 的 维护 


这 里 ， 算 法 采用 堆栈 数据 结构 存放 需要 处 理 的 边界 边 或 内 部 边 。 每 趟 的 
DT 点 计算 都 是 从 堆栈 中 取出 一 条 边 开始 进行 ， 如 果 堆 栈 为 空 ， 则 算法 停止 。 
算法 在 开始 时 ， 选 择 任意 一 条 边界 边 来 初始 化 堆栈 ;其 后 ， 每 当 生 成 一 个 
Delaunay 三 角形 时 , 判断 新 生成 的 内 部 边 是 否 在 堆栈 中 , 若是 , 则 从 中 删除 ， 
否则 加 入 堆栈 。 


如 图 4.6 (a) 所 示 ， 最 初 堆栈 中 只 有 边界 边 pipa 然后 取出 pi pa 作为 初 
始 边 ， 计 算 其 DT 点 p3， 生 成 一 个 新 的 Delaunay 三 角形 ， 并 将 内 部 边 pips 
放 入 堆栈 中 〈 见 图 4.6 (b)); 取出 pips 为 当前 边 ， 采 用 同样 的 方法 计算 出 其 
DT 点 p, GLA 4.6〈c))。 每 次 生成 的 三 角形 中 的 新 内 部 边 〈 如 图 4.6 Co 
中 的 paps Fl pi pa) 的 方向 必须 和 邻接 的 边界 边 方向 保持 一 致 ， 使 得 形成 的 新 
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边界 的 左 侧 始终 为 未 处 理 区 域 。 


P2 
Pı 


papi 
pp» | PP | Pips 
(a) 状态 1 (5) 状态 2 (c) 状态 3 
图 4.6 堆栈 结构 的 维护 
4.3 应 用 实例 


本 节 介 绍 基于 平面 直线 图 的 约束 三 角 剖 分 的 几 类 应 用 ， 主 要 包括 带 状 图 
像 的 骨架 计算 、 在 线 手写 体 识别 、 点 定位 、 可 见 性 计算 等 。 


43.1 带 状 图 像 的 骨架 计算 


在 2.3.3 节 ， 我 们 介绍 了 一 种 计算 带 状 图 像 的 算法 。 该 算法 首先 计算 图 
像 边界 顶点 的 Delaunay 三 角 剖 分 ， 然 后 再 用 图 像 的 边界 对 其 进行 裁剪， 得 
到 多 边 形 的 三 角 前 分 ， 再 进行 骨架 计算 。 该 算法 得 到 的 三 角 剖 分 的 部 分 项 
点 可 能 不 是 原来 多 边 形 的 顶点 ， 而 且 该 三 角 剖 分 不 是 严格 的 约束 Delaunay 
三 角 剖 分 。 


针对 文字 、 工 程 图 、 指 纹 等 带 状 图 像 边 界 形成 的 带 状 多 边 形 ， 根 据 其 特 
点 ， 本 节 对 4.2 节 介 绍 的 多 边 形 域 约束 Delaunay 三 角 剖 分 算法 进行 了 改进 ， 
并 以 此 为 基础 设计 实现 了 一 种 有 效 的 带 状 图 像 骨架 化 算法 [Zeng2004]。 算 法 
除了 4.2 节 中 所 述 的 对 多 边 形 域 的 CDT 的 优势 之 外 , 针对 这 一 anai 
多 边 形 ， 算 法 中 每 个 网 格 单元 只 存储 顶点 链表 信息 ， 存 储 空间 大 量 减 少 ， 
于 维护 ; 算法 更 易于 理解 和 实现 ， 对 于 多 边界 多 边 形 与 简单 多 边 形 能 统一 " 
理 ， 不 需要 额外 操作 。 计 算出 的 骨架 要 优 于 2.3.8 节 的 算法 ， 但 需要 计算 均 
匀 网 格 并 设计 额外 的 数据 结构 。 
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558 ERER p 其 近似 笔划 宽度 为 常量 D; BENE E EEF D, 
用 于 五 的 连续 边界 矢量 化 ， 使 得 每 条 边 长 不 大 于 天。 本 节 中 ， 将 这 样 得 到 的 
多 边 形 称 为 带 状 多 边 形 。 对 于 复杂 多 样 的 带 状 图 像 ， 它 们 的 带 状 多 边 形 通常 
为 多 边界 多 边 形 。 带 状 多 边 形 的 内 、 外 边界 分 别 按照 顺 、 逆 时 针 表 示 ， 以 至 
于 多 边 形 域 的 内 部 总 在 边界 左 侧 。 


算法 4.2 ” 带 状 图 像 骨架 化 算法 


C1) 建立 单元 大 小 为 ExE 的 均匀 网 格 , 基于 此 建立 数据 结构 ， 并 放 入 多 
边 形 域 的 顶点 信息 。 


(2) 选择 多 边 形 的 任意 一 条 外 边界 边 作为 初始 边 ， 压 入 堆栈 。 


(3) 从 堆栈 弹出 一 条 边 ， 在 该 边 附 近 的 网 格 单元 内 搜索 其 DT 点 ， 生 成 
Delaunay 三 角形 ， 并 将 该 三 角形 中 新 生成 的 内 部 边 压 栈 。 


(4) 重复 第 G) 步 ， 直 至 栈 空 ， 从 而 实现 带 状 多 边 形 的 Delaunay 三 角 


(5) 根据 每 个 三 角形 的 类 型 计算 其 对 应 的 骨架 线 ， 并 将 它们 连接 生成 
整个 图 像 的 骨架 。 

在 算法 4.2 中 ， 第 (5) 步 采用 2.3.3 节 中 的 方法 ， 根 据 每 个 三 角形 的 类 型 
计算 其 对 应 的 骨架 线 ， 并 将 它们 连接 生成 整个 图 像 的 骨架 。 下 面 主要 介绍 
如 何 构建 均匀 网 格 并 建立 数据 结构 ， 以 及 如 何 计算 一 条 边 的 DT 点 等 。 


1. 创建 网 格 结构 


网 格 结构 的 具体 构造 方式 见 4.2 节 中 的 算法 4.1。 这 里 讨论 如 何 基 于 网 格 
建立 合适 的 数据 结构 。 

在 算法 4.1 中 ， 各 网 格 单元 通常 包含 一 个 经 过 该 网 格 单元 的 多 边 形 边 链 
表 和 一 个 所 有 位 于 该 网 格 单元 内 的 多 边 形 顶 点 链表 。 这 里 ， 由 带 状 多 边 形 边 
长 的 均等 性 以 及 网 格 宽度 与 边 长 的 约束 关系 可 知 ， 与 一 条 线段 相交 的 边界 边 
可 以 在 局 部 范围 内 根据 边界 边 的 顶点 找到 。 
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对 均匀 网 格 中 的 任意 线段 ppp A. Balpp RAE. MUS 
Ba(pip) 相 交 的 网 格 单元 组 成 pip 的 网 格 包围 使 ， 表 示 为 Gpp) CHER 
的 区 域 及 其 八 连通 区 域 构成 pp 的 扩展 包围 使， 表示 为 EB(p;p)， 如 图 4.7 所 
示 。 可 以 证 明 ,在 单元 大 小 为 ExE 的 均匀 网 格 中 ,多边 形 P 的 每 条 边 长 不 大 
于 E， 那 么 对 其 任意 两 个 项 点 p; 和 pj， 所 有 与 pp 相交 的 多 边 形 边界 边 都 在 
pp 的 扩展 网 格 包围 盒 内 。 因 此 ， 每 个 网 格 单元 只 需要 保存 多 边 形 项 点 信息 ， 
与 其 相连 接 的 边界 边 很 容易 找到 。 所 有 的 多 边 形 由 一 个 链表 表示 ， 存 储 每 个 
顶点 的 信息 。 


图 4.7 网 格 包 围 盒 Ca( pipi)〔 实 线 矩 形 域 》 及 扩展 包围 傅 Es( pipi) Oz 2E AUDIO 
2. 计算 DT 点 


同样 地 ， 计 算 一 条 边 的 DT 点 包含 两 步 : 寻找 初始 可 见 点 和 确定 DT 点 。 
由 于 带 状 多 边 形 的 结构 特性 以 及 网 格 结构 的 特殊 构造 ， 点 关于 边 的 可 见 性 计 
算 大 大 减少 。 可 见 性 判断 与 4.2 节 中 的 方法 有 所 不 同 ， 其 他 内 容 基 本 一 致 。 


若 点 pa 是 边 pipa 的 可 见 点 ， 所 必须 满足 的 条 件 相应 地 变化 为 : 
(1) p; EX pı po 的 左 侧 ; 
(2 U U [PPNPP BI pi ps IEn I; 


Vcc Eg(pyps) VpeVertex(c) 


a) U U [Prep N (PpP) => Bb ps 5i py tery WL 


VecEg (psp?) VpeVertex(c) 
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条 件 (2D 中， 扩展 网 格 包围 盒 Elp pa) sii TA TRES pi ps 的 开 线段 
部 分 相交 的 边 , Ac 为 Ep(pip3) 内 的 任意 网 格 单元 ，Vertex(o) 是 在 c 内 的 顶点 

fo p 是 c 内 的 任意 顶点 ; pyre 是 p 所 属 的 多 边 形 上 的 前 一 项 点。 对 每 个 顶 
点 p， 仅 需要 用 来 索引 同一 方向 的 边 即 可 ， 避 人 免 重 复 计算 。 这 里 选择 前 向 边 
pprep。 条 件 (3) 中 情况 类 似 。 


3. 参数 设置 


对 于 一 个 确定 的 带 状 多 边 形 ， 要 求 其 每 条 边 的 长 度 不 大 于 E. SR 4.2 
中 设 定 的 网 格 宽度 等 于 给 定常 量 上。 这 样 可 以 保证 ， 与 某 边 相交 的 所 有 边界 
边 均 在 其 扩展 网 格 包围 盒 内 ， 每 个 网 格 单元 只 需要 记录 多 边 形 的 顶点 信息 。 
另外 ， 对 于 一 个 确定 的 带 状 图 像 , EE 与 DD 之 间 的 比例 关系 很 大 程度 影响 了 网 
格 上 的 点 分 布 ， 从 而 进一步 影响 带 状 多 边 形 三 角 痢 分 的 计算 时 间 。 考 虑 到 对 
一 个 确定 的 带 状 图 像 和 它 的 带 状 多 边 形 ， 其 笔划 宽度 DD 是 一 个 固有 的 常量 ， 
可 通过 DD 设置 使 得 算法 消耗 时 间 减 少 。 大 量 的 实验 结果 表明 ， 对 于 指纹 、 
手写 体 文字 以 及 大 部 分 工业 图 案 , — Rt E E 2D 的 附近 取 值 时 Delaunay 三 角 
训 分 时 间 消 耗 最 少 。 

43.2 在 线 手 写 体 识别 


在 线 手 写 输 入 作为 一 种 良好 的 人 机 交互 手段 ， 其 应 用 越 来 越 普遍 ， 因 此 
在 线 手 写 体 识别 算法 也 得 到 广泛 研究 。 鉴 于 不 同人 有 着 不 同 的 书写 习惯 ， 同 
一 字符 会 有 成 千 上 万 种 写法 。 当 样本 数量 足够 大 时 ， 通 过 统计 的 方法 可 以 获 
取 一 些 特 性 及 规律 ， 这 往往 蕴涵 在 使 用 的 统计 模型 中 。 当 模型 训练 及 识别 算 
法 已 确定 、 模 型 参数 以 及 训练 样本 固定 时 ， 不 同 的 特征 提取 方法 很 大 程度 上 
决定 了 识别 效率 ， 在 整个 识别 流程 中 起 着 关键 作用 。 


Delaunay 三 角 痢 分 作为 一 种 得 到 广泛 应 用 的 区 域 剖 分 手段 ， 有 其 本 身 固 
有 的 优势 ， 最 小 角 最 大 、 空 外 接 圆 等 全 局 性 ， 以 及 插入 、 删 除 顶 点 只 引起 局 
部 修改 等 鲁 棒 特 性 。 在 排除 退化 的 情况 下 ，Delaunay 三 角 训 分 网 格 唯一 ， 可 
保证 计算 的 稳定 性 ;另外 ,三 角形 本 身 是 在 Delaunay 标准 下 生成 的 ， 受 周转 
乃至 全 局 项 点 和 约束 边 的 影响 ， 代 表 儿 何 和 拓扑 结构 ， 具 有 很 强 的 特征 标识 
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性 。 本 节 介 绍 一 种 基于 CDT 的 在 线 手 写字 符 的 特征 提取 方法 [Zeng2006， 
Zeng2005b]， 其 用 CDT 方法 将 手写 体 采 样 点 的 周围 区 域 有 规律 地 进行 剖 分 ， 
然后 描述 采样 点 的 全 局 特征 。 


下 面 首 先 介绍 在 线 手写 字符 ， 然 后 分 别 介绍 两 种 不 同 的 CDT 方法 以 及 
Delaunay 三 角形 特征 描述 器 ， 最 后 给 出 实验 结果 与 分 析 。 


1. 在 线 手写 字符 


在 线 手 写字 符 是 在 统一 的 硬件 采样 方式 下 生成 的 ， 所 有 硬件 采样 点 之 间 
仅 存 在 一 维 的 前 后 邻接 关系 ， 可 通过 采样 点 的 坐标 信息 重 构 出 在 线 手 写字 符 
图 形 ， 每 相 邻 两 点 间 的 实 笔划 段 均 可 看 作 约束 边 。 


对 在 线 手 写字 符 提 取 特 征 前 ， 由 于 书写 风格 的 千差万别 ， 导 致 了 采样 时 
的 时 域 空间 和 空域 空间 不 一 致 以 及 在 线 手写 图 形 的 复杂 多 样 性 ， 因 此 硬件 记 
录 的 原始 数据 必须 经 过 若干 预 处 理 步 又。 常规 预 处 理 一 般 包 括 尺 寸 大 小 调 
整 、 倾 斜 旋转 归 一 化 、 平 滑 、 插 值 、 重 采样 等 。 尽 管 硬 件 仅 记录 下 笔 落下 的 
线段 ， 但 是 虚拟 笔划 及 笔划 的 起 始点 信息 仍 可 考虑 用 来 丰富 特征 信息 ; 还 可 
通过 提取 控制 点 来 获取 更 加 有 效 的 特征 , 减少 不 必要 的 元 余 信 息 , 降低 存储 ， 
提高 速度 。 


所 谓 控制 点 ， 即 指 能 够 基本 标识 图 形 局 部 几何 特征 的 顶点 ;控制 点 序列 
某 种 程度 上 代表 着 整个 图 形 的 拓扑 结构 。 它 的 计算 方法 并 不 十 分 严格 ， 一 般 
取 : (1〉 曲率 变化 大 的 顶点 ，(2) 笔划 起 始点 ， 在 (3) 夹 角 累计 和 阔 值 以 及 
(4) 点 距 阔 值 约束 下 的 顶点 等 。 不 同 的 限制 条 件 下 产生 的 采样 点 位 置 及 数目 
都 不 同 。 显 然 ， 采 样 点 越 密集 ， 涵 盖 的 信息 也 就 越 丰富 ; 但 存储 量 大 ， 耗 时 也 
较 多 。 在 条 件 C. ATE (2) 下 生成 的 控制 点 仅 在 极 值 处 采样 ， 称 之 为 极 值 
控制 点 ; 在 条 件 (1) 一 (4) 下 生成 的 控制 点 ， 点 数 较 多 ， 较 均匀 ， 称 之 为 均 
匀 控 制 点 。 均 匀 控 制 点 是 在 极 值 控制 点 和 原始 采样 点 之 间 的 折 中 处 理 。 


另外 ， 由 于 在 线 手写 图 形 具 有 极为 复杂 的 多 样 性 以 及 字符 本 身 的 形体 构 
造 特 点 ， 很 难 避 免 采样 点 的 重 登 和 笔划 线段 的 交叉 、 重 登 等 状况 的 发 生 。 
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对 交叉 点 的 处 理 ， 一 般 有 两 种 处 理 方式 : 考虑 交叉 点 的 存在 和 忽略 交叉 
点 的 存在 。 目 前 众多 的 在 线 手写 体 识 别 系统 一 般 不 对 交叉 点 做 任何 特殊 处 
理 ， 即 不 考虑 笔划 线段 是 否 交叉 ， 忽 略 交叉 拓扑 信息 。 相 应 的 特征 提取 方式 
一 般 计 算 简单 快捷 ， 但 也 丢失 了 一 定 程度 上 的 结构 特征 。 若 考虑 交叉 点 的 存 
在 ， 需 要 引入 浮 点 数 运算 来 判断 交叉 情况 ， 昌 然 考 虑 到 了 手写 体 的 图 形 结构 
特性 ， 但 会 增加 计算 的 复杂 性 ， 降 低 实现 的 鲁 棒 性 。 


在 使 用 Delaunay 三 角形 来 获得 一 条 约束 边 的 更 全 局 的 特征 之 前 , 应 尽量 
有 效 地 计算 与 组 织 在 线 手 写字 符 图 形 的 Delaunay 三 角形 。 鉴 于 此 , 本 算法 给 


出 两 种 CDT 方法 一 一 PSLG 的 CDT 和 沿 约束 边 的 CDOT (分 属于 上 述 两 种 交 
叉 点 的 处 理 方式 ， 如 图 4.8 所 示 ) 来 探讨 Delaunay 三 角形 特征 描述 器 对 
交叉 情况 的 表征 能 
€ 
e À x Di 
(a) 沿 约束 边 的 CDT 网 格 (6) CDT: 忽略 交 叉 点 (CDT, 考虑 交叉 点 


图 4.8 “P 在 交叉 处 的 CDT 
2. PSLG 的 CDT 


在 考虑 交叉 点 的 存在 时 ， 首 先 要 计算 交叉 点 ， 将 交叉 点 插入 并 分 割 原 字 
符 图 形 ， 形 成 PSLG， 这 个 过 程 称 为 PSLG 转换 ， 然 后 应 用 4.2 节 中 的 PSLG 
的 CDT 算法 。 


由 于 前 述 CDT 算法 适用 于 任意 封闭 或 开放 的 PSLG 形式 的 图 形 ， 而 在 
线 手 写 体 一 般 是 非 PSLG 图 形 〈 比 如 存在 笔划 线段 交叉 情况 ， 如 图 4.8 (a) 
所 示 )， 其 本 身 通常 不 能 构成 严格 意义 上 的 区 域 ， 因 此 ， 虽 然 对 算法 稍 作 调 
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整 〈《 和 否则 有 可 能 出 现 死 循环 ) un WAAL, (LAR PAE 
三 角形 。 所 以 ， 需 要 对 输入 信息 进行 PSLG 转换 ， 以 便 直接 利用 前 面 的 区 域 
CDT 算法 。 如 图 4.8 (b) P, BAB 与 CD 相交 ， 在 忽略 交叉 点 存在 时 ， 
仅 对 4B 和 CD 做 计算 ， 分 别 生成 A4BC HAABD 及 ACDB 和 ACD4, 三 角 
形 彼此 重 铸 ， 在 交叉 处 不 构成 严格 意义 上 的 三 角 剖 分 ， 若 计算 交叉 点 O， 如 
图 4.8(c) Wim, 线段 48B 与 CD RAIN, REAO, OB, COR OD 分 别 被 
计算 ， 生 成 的 三 角形 彼此 邻接 ， 履 盖 交 叉 区 域 。 这 种 方法 引入 了 笔划 线段 的 
交叉 点 信息 ， 可 获得 更 丰富 的 特征 。 


对 于 一 个 确定 的 在 线 手写 体 图 形 ， 这 里 不 妨 用 G 表示 ， 其 线段 是 按照 时 
序 记录 的 ， 有 着 固定 的 顺序 ; 假设 G 含有 n 条 线段 (也 即 约束 边 )， 其 线段 集 
合 表示 为 FE(O = (ei ez, ... Eris eds WAM es 开始 ,依次 对 ea(l< < n) 
做 如 下 操作 : 分 别 与 其 前 面 所 有 线段 e; (0 «y ,判断 是 否 交叉 或 重 登 ， 并 经 
交叉 或 重 公 转 换 保证 两 条 线段 形成 的 图 形 序列 化 。 整 个 PSLG 转换 需要 O(n?) 
的 时 间 复 杂 度 。 类 似 于 前 面 CDT 算法 中 使 用 的 均匀 网 格 ， 也 可 通过 网 格 单 
元 边 链 表 以 及 当前 线段 所 通过 的 网 格 单元 集合 ， 来 寻找 与 当前 线段 可 能 交叉 
或 重 登 的 前 面 的 线段 ， 减 少 计算 次 数 ， 节 省 时 间 。 算 法 先 求 取 控制 点 ， 然 后 
在 其 重 构 后 的 图 形 上 进行 PSLG 转换 ， 这 样 使 得 图 形 边 数 以 及 判断 次 数 明显 
减少 ， 并 且 同 时 直接 记录 下 交叉 点 信息 。 


笔划 线段 交叉 大 致 分 四 种 情况 : (1) 完全 交叉 (如 图 4.9 (a) 所 示 ); 
(2) 一 条 线段 的 端点 落 在 另 一 条 线段 上 (如 图 4.9(b〉 所 示 ); (3) 两 条 线 
段 的 两 个 端点 重合 (如 图 4.9(c) 所 示 ); (4) 一 条 线段 的 端点 距 另 一 条 线 
Bur CT BH Ee) (如 图 4.9 (d)、 图 4.9 Ce) 所 示 )。 相 应 解决 办 法 为 : 
情况 (1) 将 交叉 点 插入 两 线段 中 ， 这 里 所 谓 点 的 插入 即 是 指 每 条 线段 被 分 
割 为 两 条 邻接 的 线段 ; 情况 (2) 将 落 定 在 线段 上 的 端点 插入 该 线段 中 ; 情 
况 (3) 中 两 条 线段 拥有 同一 个 端点 ， 相 互 邻接 ， 不 做 其 他 转换 ， 情 况 (4) 
计算 两 条 线段 的 实际 交叉 点 ， 并 以 此 取代 四 个 端点 中 最 靠近 它 的 那个 端点 ， 
同时 将 它 插入 另 一 线段 中 。 
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s 


(a) 完全 交叉 (b) 一 条 线段 的 端点 (c) 两 条 线段 的 两 个 端点 重合 
落 在 另 一 条 线段 上 


NS 


(d) 一 条 线段 的 端点 (e) 一 条 线段 的 端点 
距 男 一 条 线段 相当 近 距 男 一 条 线段 相当 近 


图 4.9 线段 交叉 情况 ， 较 大 的 黑色 圆 点 表示 实际 交叉 点 


笔划 线段 重 炙 大 至 分 四 种 情况 :， CL) sé; (2) WIER: OD 完 
全 包含 ;(4) 部 分 包含 ， 一 端 重合 。 分 别 如 图 4.10 Ca) ~ 图 4.10(d) Bros. 
解决 办 法 是 通过 端点 排序 ， 将 公共 部 分 的 端点 互相 插入 ， 使 得 原始 线段 的 公 
共 部 分 在 分 割 后 保持 端点 一 致 。 图 4.11 给 出 了 一 些 手写 字符 图 形 形 成 的 


PSLG 的 CDT 结果 。 


—_o— 
———.9——— 
EE O MDEA 
————9———9——— — ee 
Oneng O 部 分 包含 ， 一 端 重合 


图 4.10 线段 重生 情况 ， 较 大 的 黑色 圆 点 表示 相应 线段 的 插入 点 
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图 4.11 eae M» *m". up” 等 手写 字符 图 形 的 CDT 
3. 沿 约束 边 的 CDT 


我 们 注意 到 ， 原 始 数据 点 均 为 整数 类 型 。 上 述 方法 中 ， 笔 划 线段 的 求 交 
不 可 避免 地 引入 浮 点 运算 ， 导 致 交叉 点 的 计算 不 够 稳定 。 正 是 由 于 PSLG 转 
换 过 程 中 的 浮 点 运算 引入 的 误差 和 不 确定 性 ， 对 调整 得 到 的 PSLG 进行 
Delaunay 三 角 放 分 的 过 程 中 ， 对 同一 处 几何 元 素 ， 交 叉 、 共 线 、 共 圆 的 判断 
结果 往往 出 现 误 差 , 总 体 来 说 ,在 对 在 线 手写 字符 图 形 进行 PSLG 转换 及 CDT 
时 ， 要 保证 其 计算 的 鲁 棒 性 是 相当 困难 的 。 


为 了 避免 PSLG 转换 以 增强 鲁 棒 性 ， 又 考虑 到 仅 对 约束 边 所 属 的 三 角形 
进行 特征 提取 ， 因 此 提出 忽略 交叉 点 存在 的 、 沿 约束 边 的 CDT 方法 (可 称 
为 时 序 CDT 方法 )。 具 体 地 讲 ， 省 去 交叉 点 的 计算 ， 直 接 沿 笔划 轨迹 依次 对 
各 笔划 线段 利用 4.2 节 所 述 的 CDT 方法 ， 人 快速 在 其 两 侧 生 成 Delaunay 三 角 
形 。 每 条 约束 边 最 多 对 应 两 个 Delaunay 三 角形 (分 属 约 束 边 两 侧 )。 


不 考虑 约束 边 之 间 的 位 置 关 系 ， 也 即 无 须 处 理 笔划 线段 交叉 或 重 登 的 情 
况 。 在 对 原始 整数 类 型 数据 集 上 ， 三 角 剖 分 过 程 中 碰 到 的 共 圆 等 退化 情况 的 
处 理 ， 均 可 通过 加 标记 或 数据 “扰动 ”处 理 。 这 样 ， 不 会 引入 浮 点 误差 ， 计 
算 容 易 ， 且 增强 鲁 棒 性 。 此 外 ， 这 种 方法 避免 了 不 必要 的 三 角形 计算 ， 与 后 
面 的 Delaunay 三 角形 特征 提取 阶段 上 只 对 约束 边 提取 特征 的 方式 紧密 结合 。 同 
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时 ， 省 略 了 PSLG 转换 中 复杂 的 计算 ; 虽然 没有 显 式 地 记录 交叉 信息 ， 降 低 
了 对 交叉 点 的 敏感 度 , 但 是 由 Delaunay 三 角形 表示 的 上 下 文 描述 器 拥有 强烈 
的 几何 拓扑 信息 ， 所 履 盖 的 全 局 性 特征 蕴含 着 一 定 程 度 的 交叉 信息 。 与 第 一 
种 方法 相 比 ， 沿 约束 边 的 CDT 需要 计算 的 Delaunay 三 角形 数目 减少 。 


4. Delaunay 三 角形 特征 描述 器 


本 节 中 ， 将 三 角形 作为 一 种 图 形 描述 器 ， 充 分 利用 在 线 手 写字 符 图 形 的 
几何 信息 及 拓扑 结构 ， 既 包含 局 部 特征 ， 又 隐 含 着 全 局 信息 ， 这 是 因为 
Delaunay 三 角形 的 生成 受 全 局 顶点 和 约束 边 的 影响 。 


具体 来 说 , 在 前 面 CDT 的 基础 上 , 沿 约束 边 提 取 Delaunay 三 角形 特征 ， 
并 组 合 形成 整个 图 形 的 特征 序列 。 对 一 条 约束 边 ， 考 虑 其 本 身 及 两 侧 
Delaunay 三 角形 信息 ， 按 某 种 特定 的 顺序 组 成 该 约束 边 的 特征 向 量 。 各 约束 
边 的 特征 向 量 沿 笔划 轨迹 的 顺序 构成 特征 向 量 序列 ， 经 矢量 量化 [Peter2002] 
转化 为 特征 观察 符号 序列 ， 以 便 进 行 隐 Markov 模型 的 训练 和 识别 。 


具体 地 ， 所 构造 约束 边 的 特征 向 量 共有 13 维 ， 包 括 以 下 三 部 分 。 


C1) 当前 边 : [ 边 类 型 ， 边 长 1， 方 向 ]， 其 中 ， 边 类 型 是 根据 当前 边 的 
邻接 关系 来 对 约束 边 进行 分 类 来 决定 的 ， 殖 含 了 Pen-up/down 信息 ; 


(2) 左 侧 Delaunay 三 角形 : [三 角形 类 型 ， 面 积 的 开 方 , 边 长 2,， 边 长 3， 
对 角 余 弦 ]; 


(3) AM Delaunay 三 角形 : [三 角形 类 型 ， 面 积 的 开 方 , 边 长 2, Wk 3, 
对 角 余 弦 ]。 


其 中 ， 三 角形 类 型 是 根据 三 角形 所 包含 的 约束 边 的 数目 来 决定 的 。CDT 
三 角 网 格 中 , 交叉 点 处 的 三 角形 往往 含有 两 条 约束 边 , 在 拐角 处 也 可 能 如 此 ， 
因此 ， 三 角形 类 型 一 定 程度 上 表征 了 笔迹 交叉 、 笔 锋 急 转 等 结构 特征 。 


如 图 4.12 FR, MIAN AB, KRAD Ur RAH tas; AB 左右 两 
侧 的 Delaunay 三 角形 分 别 为 人 4BC HAABD, 其 类 型 分 别 为 wdpc 和 te4pp。 
WA, AB 的 特征 向 量 为 : [ta AB] 04g fnac. sqrt(Sassc)» |BC]. |CA|. 
cos(ZACB), tasgp» sqtt(Sasgp), |BD|, |DA|, cos( ZADB)]. 
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A 
图 4.12 笔划 线段 AB 的 特征 提取 
5. 实验 结果 及 对 比分 析 
本 节 所 使 用 的 英文 字符 库 由 数学 公式 中 所 有 数学 函数 单词 中 所 涉及 到 
的 常用 字符 组 成 。 表 4.1 列举 了 10 类 常用 数学 函数 及 16 类 常用 字符 ， 充 分 
考虑 了 用 户 的 语种 、 年 龄 、 个 人 习惯 等 因素 对 书写 方式 的 影响 ， 由 若干 组 用 
户 在 人 硬件 手写 设备 上 随机 采样 ,得 到 16 类 、 共 60 756 个 字符 训练 样本 和 5073 
个 测试 样本 。 下 面 分 别 给 出 两 种 CDT 方法 下 的 实验 结果 及 分 析 。 


表 4.1 数学 公式 中 的 常用 单词 和 字符 


单词 


(D PSLG 的 CDT 识别 结果 


系统 中 使 用 16 类 字符 样本 中 有 两 类 因 PSLG 转换 的 结果 不 够 鲁 棒 导 致 
CDT 不 稳定 而 无 法 提取 特征 ， 不 能 参与 训练 。 针 对 余下 的 14 类 字符 样本 ， 
首先 做 常规 预 处 理 和 PSLG 转换 ， 然 后 分 别 求 取 极 值 控制 点 和 均匀 控制 点 进 
行 特征 提取 ， 来 观察 系统 在 训练 和 测试 样本 库 下 的 总 识别 准确 率 。 表 4.2 和 
表 4.3 列 出 了 两 种 情况 下 的 前 6 候选 的 识别 准确 率 。 可 以 看 出 ， 经 过 PSLG 
转换 后 ， 对 均匀 控制 点 提取 特征 产生 的 识别 率 要 优 于 极 值 控制 点 的 情况 ， 第 
一 候选 识别 率 达 到 91.15%。 
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X42 经 PSLG 转换 、 极 值 控制 点 采样 的 14 类 字符 字典 下 的 识别 率 


Top 1 9) 3 4 5 6 类 数 


总 识别 率 0.7920 0.8927 0.9324 0.9519 0.9638 0.9710 14 


X43 经 PSLG 转换 、 均 匀 控 制 点 采样 的 14 类 字符 字典 下 的 识别 率 


Top 1 D 3 4 5 6 类 数 


总 识别 率 | 0.9115 0.9743 0.9899 0.9944 0.9965 0.9976 14 


(2) 沿 约束 边 的 CDT 识别 结果 


针对 系统 中 的 16 类 字符 训练 样本 ， 首 先 做 常规 的 预 处 理 及 均匀 控制 点 
采样 ， 然 后 采用 沿 约 束 边 的 CDT 方法 获得 Delaunay 三 角形 并 进行 三 角形 特 
征 提 取 。 如 图 4.13 中 所 示 的 实例 ， 表 4.4 列 出 了 总 的 前 6 候选 识别 准确 率 。 
可 以 看 出 ， 相 比 经 过 PSLG 转换 的 区 域 CDT 思想 ， 系 统 无 需 额外 转换 操作 ， 
使 得 鲁 棒 性 增强 ， 字 典 增加 两 类 ; 同时 减少 了 计算 ， 加 快 了 前 期 操作 获得 特 
征 以 进行 识别 ， 第 一 候选 识别 率 也 提高 到 了 92.06%。 

表 4.4 经 直接 约束 边 CDT、 均 匀 控 制 点 采样 的 16 类 字符 字典 下 的 识别 率 


Top 1 2 3 4 5 6 类 数 


总 识别 率 0.9206 0.9746 0. 9793 0.9819 0.9833 0.9841 16 


表 4.5 不 同 特征 组 合 下 的 16 类 字符 集 的 识别 率 


No. 特征 组 合 Top] 总 识别 率 
El Ax, Ay, A0 0.8691 
E2 El + Pen-up/down 0.8803 
E3 E2 + Virtual Stroke 0.9004 
E4 E3 + Sgn(x-max(x))B3 0.8481 
ES E4+ 6, asin [33] 0.8583 
E6 0, Pen-up/down, Curvature, Aspect, Curliness Linearity, 0.8494 
Slope [Jaeger2000] 
E7 Delaunay 三 角形 特征 0.9206 
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(3) 特征 比较 


针对 系统 中 的 16 类 字符 训练 样本 以 及 同样 的 模型 训练 参数 、 分 类 器 参 
数 ， 不 同 的 特征 提取 方法 得 到 的 系统 识别 率 也 不 相同 。 系 统 中 采用 同样 的 常 
规 预 处 理 及 均匀 控制 点 采样 ， 并 基于 离散 隐 Markov 理论 进行 模型 训练 及 设 
计 分 类 器 。 表 4.5 列 出 了 不 同 特征 组 合 方式 下 的 识别 率 。 可 以 看 出 ， 特 征 E7 
要 优 于 其 他 系统 中 传统 的 特征 组 合 E1 一 E6。 


Od Im 


图 4.13 ”实例 :在线 手写 字符 图 形 的 沿 约束 边 的 CDT 
4.3.3 ”点 定位 


空间 定位 查询 是 很 多 应 用 算法 的 基础 ， 可 以 加 快 应 用 算法 的 速度 。 目 前 
存在 很 多 空间 定位 查询 算法 [WangJY2011]。 本 节 主 要 介绍 基于 平面 直线 图 的 
约束 三 角 剖 分 的 空间 定位 算法 , 它 是 由 D.G Kirkpatrick[Kirkpatrick1983]1983 
年 提出 的 。 它 只 用 O(n) 空间 存放 预 处 理 的 结果 ， 用 O(logn) 时 间 回 答 给 定点 
是 在 哪 一 个 区 域内 的 询问 。 它 完成 预 处 理 的 时 间 是 O(nlogn) 。 


算法 思想 : 首先 计算 G 的 凸 包 ， 如 果 该 凸 包 不 是 一 个 三 角形 ， 可 用 一 个 
足够 大 的 三 角形 包围 它 ， 这 样 构造 了 一 个 外 边界 是 三 角形 的 平面 多 边 形 域 。 
然后 ， 对 平面 直线 图 G=(P， 巨 ) 进 行 约束 三 角 痢 分 。 定 义 图 G 的 独立 集 是 P 
的 一 个 子 集 , 要 求 子 集中 每 一 对 结 点 在 图 G 中 均 不 是 相 邻 的 。 如 图 4.14(a) 一 


大 的 独立 集 ， 也 就 是 相应 图 的 内 点 不 存在 包含 更 多 点 的 独立 集 。 最 后 ， 应 用 
算法 4.3 构造 点 定位 查询 的 数据 结构 。 


算法 4.3 基于 CDT 构造 点 定位 查询 数据 结构 
输入 : 平面 直线 图 GAP. E) 的 CDT。F 是 CDT(G) 中 的 三 角形 集合 ，|F| 
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是 三 角形 个 数 。 
输出 : 用 于 查询 点 定位 的 数据 结构 。 
(1) G 的 每 一 个 三 角形 作为 数据 结构 的 一 个 结 点 ; 
(2) while (| F|2 9)( 
G) 从 己 的 内 点 中 找 一 个 尽量 大 的 独立 集 ， 且 独立 集中 结 点 的 度 均 小 于 9 ; 
(4) 删除 独立 集 的 结 点 及 以 这 些 结 点 为 一 个 端点 的 边 以 及 相应 的 三 角形 ; 
C5) 在 删除 了 结 点 和 边 后 形成 的 多 边 形 中 ， 用 对 角 线 作 三 角形 剖 分 ; 
C6) 更 新 数据 结构 。 
(D 3 


AA 


(a) 原 图 (b) end Ca) 中 的 黑 点 
并 把 留 下 的 多 边 形 三 角 剖 


AA 


(c) 删除 了 ©) 中 的 黑 点 (d) BRT Cc) 中 的 黑 点 
并 把 留 下 的 多 边 形 三 角 剖 分 并 把 余下 多 边 形 三 角 剖 分 


图 4.14 基于 CDT 构造 点 定位 查询 数据 结构 
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Se Pathe AS (0 构成 的 查询 数据 结构 
图 4.14 (48) 


图 4.14 显示 了 算法 预 处 理 查询 数据 结构 的 生成 过 程 。 从 图 4.14 Ca) 到 
图 4.14 (b), MBI 4.14 (b) 到 图 4.14〈c)， 从 图 4.14 Cc) 到 图 4.14 Cd), 
从 图 4.14 Cd) 到 图 4.14 〈(e)， 重 复 地 执行 了 算法 4.3 循环 体内 (第 3~6 行 ) 
的 操作 。 


在 图 4.14 中 ， 为 了 图 的 简化 和 说 明 清楚 ， 最 后 图 4.14 Ce) 中 只 有 三 个 
三 角形 时 循环 才 结 束 ， 而 不 是 按 算法 4.3 中 的 方法 ， 循 环 到 余下 不 超过 八 个 
三 角形 便 结束 。 图 4.14 O 是 算法 4.3 建立 的 数据 结构 。 该 结构 的 每 一 个 结 
点 是 一 个 三 角形 。 这 结构 虽然 不 是 一 棵 树 ， 如 果 由 最 高 的 “0” 结 点 到 最 下 
面 的 结 点 的 深度 为 O(logn)， 以 及 每 个 中 间 结 点 指出 的 指针 数 不 超 过 一 个 和 
n 无 关 的 常数 ， 则 用 对 树 相 同 的 搜索 算法 ， 可 在 O(logn) 时 间 内 为 询问 点 定 
位 ， 其 中 是 点 集 P 中 的 点 数 。 

4.3.4 简单 多 边 形 中 的 最 短路 径 与 可 见 性 计算 

最 短路 径 与 可 见 性 计算 是 计算 几何 的 经 典 研 究 内 容 ， 应 用 十 分 广泛 。 
Guibas 介绍 了 简单 多 边 形 内 计算 最 短路 径 、 点 的 可 见 性 、 线 段 可 见 性 的 方法 
[Guibas1987]。 这 些 方法 需要 在 预 处 理 阶段 构建 最 短路 径 树 。 最 短路 径 树 可 
以 基于 多 边 形 的 CDT 进行 构建 。 

1. 最 短路 径 树 与 最 短路 径 

设 己 是 有 7 个 顶点 的 简单 多 边 形 ， 点 9 和 点 q P PRA. EPH q 
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和 4' 之 间 的 欧 几 里 得 最 短路 径 是 一 条 连接 9 和 9' 的 路 径 : 该 路 径 位 于 己 内 ， 
且 是 连接 q 和 gq' 的 所 有 路 径 中 长 度 最 短 的 ， 表 示 为 x (94，9g0)， 其 结 点 是 9、 
4 和 己 的 某 些 止 顶点 〈 如 图 4.15 a R). MA q 到 PP 的 每 个 顶点 的 欧 几 
里 得 最 短路 径 的 集合 组 成 了 一 棵 以 q 为 根 的 树 , 这 棵 树 也 被 称 为 点 gq E P P 
的 最 短路 径 树 ， 记 作 II(g) 〈 如 图 4.15 (b) Pim). Wg) 有 nn 个 结 点 ， 根 结 
点 为 94， 其 余 结 点 为 尸 的 顶点 。 


(a) q 和 9 器 的 最 短路 径 (b) q 的 最 短路 径 树 
图 4.15 最 短路 径 与 最 短路 径 树 


下 面 为 了 叙述 简便 ， 我 们 不 妨 设 g P 的 一 个 顶点 ， 介 绍 II(q) 的 构造 
方法 。 对 于 9 在 己 内 部 的 情况 ， 稍 作 修改 即 可 得 到 II(9) 。 


令 了 表示 己 的 三 角 痢 分 的 对 偶 图 ,其 中 了 的 结 点 是 三 角 剖 分 中 的 三 角形 ， 
如 果 两 三 角形 相 邻 , 即 共享 一 条 边 , 则 它们 在 了 中 对 应 的 结 点 之 间 有 一 条 弧 。 
显然 ， 了 是 一 棵 树 ， 树 的 每 个 结 点 的 度数 最 多 是 3。 因 此 ， 对 于 了 的 任意 一 
个 顶点 1:， 从 1 到 PP 的 三 角 剖 分 的 某 个 三 角形 中 的 任意 点 s， 在 T 中 存在 唯一 
的 路 径 。 这 条 路 径 中 的 每 条 边 ab Ca. b 是 两 个 结 点 ) 则 对 应 了 PP 的 一 条 对 
角 线 (该 对 角 线 是 a、5b 分 别 对 应 的 两 个 三 角形 的 共享 边 )。 这 条 路 径 依 次 穿 
过 系列 P 的 对 角 线 : dis doy ...5 dis 每 条 对 角 线 di(1<i< 及 将 P 了 分 为 两 部 分 ， 
一 部 分 包含 s， 一 部 分 包含 to KE, TP s、1 之 间 的 这 条 最 短路 径 必然 穿 过 
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对 角 线 di; 且 只 穿 过 一 次 。 

4 d=uw 是 P 的 一 条 对 角 线 或 边 ， 且 a 是 u、w 在 II(q) 中 的 最 深 的 共同 
AE GE: a、u、w 都 是 P 的 顶点， 也 是 II(q) PASE). WR, m (a. u) 
和 x (a，w) 都 是 向 外 凸 的 。 我 们 称 F=2 (a, WU z (a、w) 形 成 一 个 关于 对 角 
28 d —uw 的 漏斗 (如 图 4.16 所 示 )， 点 a 称 为 该 漏斗 的 尖 头 。 


假设 d=uw 是 DT(P) 中 用 到 PP 的 一 条 对 角 线 ， 人 wwx 是 DT(P) 中 的 一 个 
三 角形 , uw 是 其 一 条 边 , HAuwx 与 FF 和 4 之 间 围 成 的 区 域 无 交 (如 图 4.16 
所 示 )。 可 以 肯定 ，zx (gq，Qq) 必 是 x (gq，x) 的 一 部 分 ， 其 余 的 部 分 是 x (a，)。 
而 zx (a，) 的 一 部 分 在 zx (a，) 或 + (a，w) 上 ， 男 一 部 分 在 和 4 之 间 围 成 的 
区 域内 ; 或 x (a，x) =ax。 图 4.16 P, za, vv) 在 zx(a, wk, ww 在 FF 和 4 之 
间 围 成 的 区 域内 。 这 里 ，vx 与 (a. MAAF v 点 。 基 于 这 种 观察 ， 可 设计 
一 种 计算 II(q) 的 算法 。 


图 4.16 漏斗 


在 DT(P) 中 ， 当 计算 到 PP 的 对 角 线 uw 时 ， 设 算法 维护 的 当前 的 漏斗 为 
F=Fiw， 用 有 序 链表 表 示 : F-[up wj. up as Wi，...， Wels FLAP a=uo=wo 
AE FIER: m(a,u)-[uo wp o. up Xa w)-[wo wp .o wy. XE, 


u-uj» W=Wre 用 CUSP() 表 示 下 IRK ao 


算法 4.4 PATH) 计算 最 短路 径 树 


US u 和 w 表示 的 链表 中 第 一 个 和 最 后 一 个 元 素 ，a=CUSP( 了 7) 表示 
// 的 尖 头 ， 这 样 ， F=x(a, WUx(a, w) 
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// 令 人 wwx 为 DT(P) 的 唯一 的 包含 边 uw 且 未 被 处 理 过 的 三 角形 

CD 在 DT(P) 中 查找 包含 边 uw 且 未 被 处 理 过 的 三 角形 。 

(2) 如 果 没 找到 ， 返 回 。 

(3) FW, BHA Auwx, x 为 P 的 顶点 。 

(4) dE F PRA v, 满足 wr 与 下 相 切 于 v。 如 果 切 点 不 存在 , W v= a。 
(5) 将 FU {0 分 成 两 个 新 漏斗 : Fiala... v» xb Fo=[x; ovs. Wo 
(6) WR viEz(a, uk, Wl] CUSP(F;))»v, CUSP(F2)=a. 

CD lll, CUSP(Fi)za, CUSP(F;)ov. 

(8) z(q, x) »z(q» v)Uvx. Haq x). 

(9) WREE ux 是 P 的 对 角 线 ， 则 递归 调用 PATHE) 

(10) 如 果 线 段 wx 是 P 的 对 角 线 ， 则 递归 调用 PATHCF?)。 


(11) 返回 。 


在 初始 调用 PATH(F IN, WR q 只 是 DT(P) 的 一 个 三 角形 的 顶点 , 4 u, 
w 分 别 取 该 三 角形 的 另外 两 个 顶点 ， 且 令 CUSP(F )=q。 否 则 ， 需 要 逐次 处 理 
以 q 为 顶点 的 三 角形 ， 分 别 设置 下 并 调用 PATHE )。 

2. 最 短路 径 查询 

通过 算法 4.4， 可 计算 出 II(9) 。 在 对 己 进 行 约束 三 角 痢 分 的 基础 上 ， 算 
法 时 间 复 杂 度 为 OC0D)。 基 于 II(9g) ， 对 于 尸 的 任意 顶点 v， 可 在 O(logn) 时 间 
内 查 出 x veo 


对 上 述 算法 稍 作 修 改 ， 可 处 理 更 一 般 情况 : 对 于 多 边 形 P 内 一 点 q， 在 
预先 计算 出 其 最 短路 径 树 的 情况 下 ， 可 在 O(ogn) 时 间 内 查 出 其 到 多 边 形 P 
内 任 一 点 p 的 最 短路 径 。 这 里 不 再 著述 。 
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3. 点 的 可 见 性 计算 


在 3.3.4 节 介 绍 了 一 种 基于 复杂 多 边 形 的 Voronoi 图 的 点 可 见 性 计算 方 
法 。 这 里 ， 对 于 一 个 简单 多 边 形 ， 我 们 在 计算 G) 的 基础 上 ， 可 以 在 O(n) 
时 间 计 算出 q 的 可 见 多 边 形 。 通 过 按 顺 时 针 依 次 遍历 P 的 每 条 边 的 方式 ， 计 
算 该 边 相对 于 g 的 可 见 部 分 。 对 于 PP 的 一 条 边 ww， 首 先 在 HI(q) fti (q, 
ue (qs w) & qun qw DIÆT ARa lq w) 的 第 一 条 边 , 如 果 qui=qwi， 
则 uw 相对 于 q 不 可 见 ， 否 则 ， 分 别 计算 线段 uw 和 射线 qu1、gqwi 之 间 的 交 
点 ， 交 点 之 间 的 部 分 即 是 uw 相对 于 q 的 可 见 部 分 。 


如 图 4.17 Pras, uw 相对 于 a 的 可 见 部 分 是 uw 与 ay，az 交点 之 间 部 分 ， 
这 里 ，av 和 az 分别 是 x(a，) 和 x (a，w) 的 第 一 条 边 。 


图 4.17 计算 边 的 可 见 部 分 


4. 线段 的 弱 可 见 性 计算 


对 于 一 个 多 边 形 P 和 其 中 的 线段 I， 如 果 工 中 存在 一 点 可 以 看 到 PP 中 某 
点 9， 则 称 点 q 相对 于 工 是 弱 可 见 的 。 工 的 所 有 弱 可 见 点 的 集合 就 叫做 工 的 
弱 可 见 多 边 形 。 在 和 警卫 巡逻 、 机 器 人 路 径 规 划 、 光 照 计 算 等 应 用 方面 ， 常 需 
要 计算 线段 的 弱 可 见 多 边 形 以 确定 警卫 、 机 器 人 观察 或 光照 窗 盖 的 区 域 。 这 
里 介绍 一 种 基于 最 短路 径 树 的 线段 的 弱 可 见 多 边 形 计算 方法 。 该 算法 只 适 于 
简单 多 边 形 。 

算法 首先 将 简单 多 边 形 中 的 pg 延长 后 将 该 多 边 形 分 割 成 两 个 子 多 边 形 ， 
然后 分 别 计算 pg 在 两 个 子 多 边 形 中 的 可 见 多 边 形 ， 最 后 合并 得 到 pg ERE 
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WB PAI NLEZUE. SEE URE ZEAE ADR fata}, Wa 
分 别 构造 出 pa 的 两 个 端点 p. q 的 最 短路 径 树 。 对 于 pq 在 每 个 子 多 边 形 P 
中 的 可 见 多 边 形 的 计算 , 主要 是 基于 最 短路 径 树 计算 书 的 每 条 边 上 相对 于 pq 
弱 可 见 的 部 分 。 


利用 最 短路 径 树 ， 可 以 判断 一 条 边 相 对 于 另 一 条 边 是 否 可 见 ， 以 及 哪 部 
分 可 见 。 一 般 地 ， 一 个 多 边 形 P 中 两 点 gq 和 g' 之 间 的 最 短路 径 可 分 为 四 类 : 
只 向 左 转 ( 如 图 4.18 中 的 zp1，p7)， 粗 虚线 所 示 )， 直 接连 接 (如 图 4.18 中 
的 xp, q 粗 虚 线 所 示 ), 只 向 右 转 (如 图 4.18 中 的 x(q1, qo). HERIR), 
既 左 转 又 右 转 (如 图 4.15 (a) Phar q), ERIR). 


对 于 一 个 简单 多 边 形 P 的 两 条 边 @ = p, p, flle, =P; Pa’ piv Pia Dj 
和 pj, 是 以 多 边 形 内 部 在 前 进 方向 的 左 侧 顺 序 遍 历 P 的 边界 时 依次 出 现 的 。 
假定 已 有 最 短路 径 树 II(P,) MICO, a) 。 通 过 观察 不 难 发 现 ， 边 ej 中 含有 一 
RÀ e, 可见, 当 且 仅 当 最 短路 径 (p, pa) 和 有 CPP) 都 是 向 多 边 形 内 部 凸 
的 。 如 图 4.18 中 e = pg. e; = qup, Biz zo. polz(qi qo) CURAE 
都 是 向 多 边 形 内 部 凸 的 。 这 些 路 径 向 内 凸 当 且 仅 当 po pR EHE, FF 
Hz (pes p)R WAHE o 


p 


p 


图 4.18 两 点 之 间 的 不 同类 型 的 最 短路 径 
因此 ， 我 们 得 到 一 种 计算 边 ej = pjpj, 中 相对 于 边 @; = p,p,,, 的 弱 可 见 
的 方法 ， 步 又 如 下 。 


Voronoi EA tz Jj] 


(1) 首先 ， 从 最 短路 径 树 II(P) WITICp, ) $e BU Ee Bt fem (pi, pj) fl 
m (Piri De 

(2) 如 果 z (P，P) 或 有 (pri，D) 不 是 向 多 边 形 内 部 凸 的 〈 这 可 通过 检 
测 路 径 是 否 只 向 左 转 或 只 向 右 转 即 可 得 知 )， 则 可 断定 边 e, = pp, 中 没有 
任何 点 相对 于 边 e = p, p, 是 弱 可 见 的 〈 如 图 4.19 所 示 )。 


(3) EW, Wapo p)ar pro pj) 的 两 条 公共 切线 (如 图 4.20 中 
的 两 条 虚线 )。 这 些 切 线 与 ej =pjpj, 的 交点 间 的 部 分 即 为 相对 于 边 
e, = p,p,, 的 弱 可 见 部 分 (如 图 420 PH r H e, = qp, EIX F 
e, = p191 的 弱 可 见 部 分 )。 


Pm Dj 


pi Dia 
图 4.19 IRB Er De pj) 和 zp pp) 是 非 册 的 


总 之 , 对 于 简单 多 边 形 P 中 输入 的 任 一 条 查询 边 ab, 其 弱 可 见 多 边 形 的 
计算 方法 如 下 。 


COD 对 简单 多 边 形 己 进行 约束 三 角 剖 分 。 
(2) 计算 w、 刀 的 最 短路 径 树 。 
(3) 延长 ab Y P A BIA T EXE Pi, Pr. 


遍历 到 的 每 条 边 的 可 见 部 分 依次 保存 到 一 个 链表 中 ， 链 表 中 保存 的 是 该 可 见 
部 分 的 两 个 端点 。 每 条 边 的 可 见 部 分 的 计算 用 上 面 介 绍 的 方法 。 
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如 果 在 链表 中 出 现 了 一 个 端点 被 连续 重复 记录 的 现象 ， 则 这 个 端点 是 从 
ab 可 见 的 书 的 一 个 项 点。 去 掉 这 种 重复 ， 最 后 可 获得 Pi 中 边 ab 的 弱 可 见 多 
边 形 ， 链 表 中 记录 的 就 是 该 弱 可 见 多 边 形 的 顶点 。 


(5) 用 类 似 步骤 (4) 的 方法 计算 PoP ab 的 弱 可 见 部 分 。 
(6) P, Al P» rf ab 的 弱 可 见 部 分 的 并 集 即 得 到 己 中 ab 的 弱 可 见 部 分 。 


Pi 


qı 


图 4.20 判定 边 之 间 的 可 见 性 
4.3.5 复杂 多 边 形 中 的 可 见 性 计算 


本 节 介 绍 一 种 计算 复杂 多 边 形 内 的 点 的 可 见 性 算法 [Lu2011]。 该 算法 首 
先 对 多 边 形 P 进 行 约束 Delaunay 三 角 痢 分 ， 将 P 分 割 成 CUOD 个 简单 多 边 形 ; 然 
后 将 每 个 简单 多 边 形 的 内 部 和 外 部 分 割 成 可 见 单元 ， 并 建立 数据 结构 。 基 于 
此 数据 结构 可 以 在 O(VP(P, V+ h+ log^m-- hlog(n/ 有 )) 时 间 内 报告 VP(P, v) (其 
中 m<n)， 只 需要 预 处 理 时 间 O(n*logn) 和 空间 O(n?)。 


1. 多 边 形 分 割 

假设 多 边 形 P 的 洞 数 p>2， 将 多 边 形 P 分 割 成 简单 多 边 形 的 算法 如 下 。 
(1) 计算 cDT(P)， 并 计算 其 对 侦 图 7 ( 见 图 4.21 (Ca) )。 

(2) 寻找 连接 三 角形 。 首 先 ， 删 除 7 中 度 为 1 的 顶点 及 其 关联 的 边 ， 并 重 
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复 此 操作 直至 7 中 不 存在 度 为 1 的 顶点 ; 然后 ， 删 除 7 中 度 为 2 的 顶点 ， 并 将 其 
关联 的 两 条 边 替 换 为 一 条 边 ; 最 后 , 得 到 一 个 有 h+1 个 面 、 2h-2 个 顶点 和 3h-3 
条 弧 的 图 。 此 图 中 的 结 点 对 应 CDT(P) 中 的 一 个 三 角形 ,我 们 称 这 O() 个 三 角 
形 为 连接 三 角形 。 

(3) 将 连接 三 角形 从 多 边 形 P 中 删除 ， 即 可 得 到 O(h) 个 简单 多 边 形 。 


(a) 多 边 形 的 CDT， 两 个 黑 点 所 在 三 角形 是 连接 三 角形 


(b) 多 边 形 被 分 割 为 三 个 简单 多 边 形 
图 4.21 分 割 多 边 形 
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我 们 将 连接 三 角形 的 边 也 称 为 “切割 对 角 线 ”。 对 于 任 一 个 简单 多 边 形 ， 
它 的 两 个 侧面 都 是 多 边 形 P 的 边界 〈 见 图 4.21 (b))。 


2. 数据 结构 


将 多 边 形 分 割 为 简单 多 边 形 后 ， 点 v 的 可 见 多 边 形 VP(P，v) 也 被 分 割 为 
简单 多 边 形 内 的 可 见 部 分 。 例如， 图 4.22 中 的 VP(P，v) 即 是 VP(P1，v) (网 状 
KER) VPO: v) RRK) HVPE V CARK WAR. RAJTA 
将 VP(P1，v) 看 作 是 VP(P，v) 的 初始 版 本 。 为 计算 VP(P1，v)， 我 们 采用 文献 
[Aronov2002] 中 的 方法 将 Pi 的 内 部 做 可 见 性 分 割 并 建立 储存 可 见 性 信息 的 数 
据 结 构 。 对 于 其 他 简单 多 边 形 可 以 进行 类 似 操作 。 


P, 


图 4.22 VP(P, v) VP(P v) (网 状 区 域 )、VP(h，v)( 斜 线 区 域 ) 和 
VP(P,. v) CARE) 的 并 集 

接 下 来 ， 仍 然 应 用 文献 [Aronov2002] 中 的 方法 计算 VP(P,，v)， 对 PP 的 外 
部 即 边 ppp1 的 右 侧 部 分 进行 可 见 性 分 割 ( 见 图 4.23)。 根据 文献 [Aronov2002]， 
在 定位 了 点 v 所 在 可 见 单元 后 ， 我 们 可 以 得 到 从 点 v 经 由 线段 p2 pi 的 可 见 多 边 
形 VPe(P, popi v)« 假设 线段 ppp1 上 的 可 见 部 分 是 qiqs, 则 VP(P, v) 是 VPe(P， 
pip VY) 与 V4; 和 vq1 所 构成 圆锥 区 域 的 交集 ( 见 图 4.24)。 类 似 的 ， 对 于 边 psps 
也 需要 做 类 似 的 操作 。 
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作为 结论 ， 我 们 按照 以 下 方式 建立 数据 结构 。 


(1) 对 于 每 个 简单 多 边 形 P;, 我 们 建立 一 个 平衡 三 角 放 分 树 的 数据 结构 ， 
并 利用 文献 [Aronov2002] 中 的 方法 建立 一 个 数据 结构 T， 因 此 当 查 询 点 v 位 于 
PP 中 时 ， 可 以 得 到 VP(P;，v)。 


D 对 于 每 个 简单 多 边 形 P; 和 P; 的 每 个 切割 对 角 线 e;, 我 们 分 割 其 外 部 并 
利用 文献 [Aronov2002] 中 的 方法 建立 一 个 数据 结构 ,此 数据 结构 支持 当 * 不 在 
P 内 但 在 Pj 内 仍 存在 v 的 可 见 点 时 ， 从 点 v 经 过 e) 的 可 见 多 边 形 VPe(Pi，@j, v) 
的 查询 。 显 然 ， 这 个 信息 可 以 存储 在 7 的 根 结 点 内 。 


图 4.23 ”多边形 P, 基 于 切割 对 角 线 pip; 的 外 部 可 见 单 元 分 割 


SS 


图 4.24 VP(P, v) JÉ VP. (Po p;p v) (波浪 线 区 域 ) 
Lj vq, 和 vqi 所 构成 圆锥 〈 斜 线 区 域 ) 的 交集 
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这 里 ， 需 要 对 简单 多 边 形 建立 一 个 平衡 三 角 放 分 树 的 数据 结构 。 平 衡 三 
角 痢 分 由 Chazelle 在 1982 年 提出 [Chazelle1982]。 其 基本 思想 为 : 对 于 一 个 
简单 多 边 形 己 而 言 ， 总 是 存在 一 个 对 角 线 e，e 将 书 分 为 两 部 分 ， 每 部 分 最 
多 2n/3 个 顶点 。 基于 这 一 观察 , 可 通过 友 代 将 多 边 形 依次 前 分 为 两 个 子 部 分 ， 
从 而 建立 一 棵 平衡 二 又 树 , 其 中 每 个 结 点 i 对 应 于 一 个 子 多 边 形 P: RUP; 的 对 
角 线 ej。 结 点 i 的 左 、 右 子 树 记 为 LAR, WEA e 切割 P; 得 到 。 由 于 该 平 
衡 二 叉 树 的 叶 结 点 都 是 三 角形 ， 故 名 平衡 三 角 痢 分 树 。 

给 定 简单 多 边 形 P 和 任 一 查询 点 9g， 将 P 按照 上 述 方法 前 分 成 O(logn) 
个 不 连接 的 子 多 边 形 即 三 角形 ， 并 将 每 个 子 多 边 形 表示 为 平衡 三 角 痢 分 树 的 
一 个 结 点 ， 因 此 ， 在 所 有 的 子 多 边 形 中 有 且 只 有 一 个 包含 点 9。 对 于 树 中 不 
同 结 点 对 应 的 每 个 子 多 边 形 P'， 计 算 其 部 分 可 见 多 边 形 ， 所 有 部 分 可 见 多 边 
形 的 集合 即 为 VP(P，g)。 

3. 可 见 性 查询 

在 运行 阶段 ， 对 于 任 一 点 v， 查 询 其 可 见 多 边 形 的 算法 如 下 。 

算法 4.5 复杂 多 边 形 内 的 点 的 可 见 性 查询 

CD 确定 v 的 位 置 ; 


(2) WE v 在 一 个 连接 三 角形 内， 是 VP(P，v) 是 基础 版 本 ， 转 到 第 
(4) 步 ; 


(3) 否则 , 假设 v 在 一 个 简单 多 边 形 P; 内 ， 则 利用 P; 的 内 部 数据 结构 计 
算 VP(P;，v)， 并 作为 VP(P，v) 的 基础 版 本 ; 


(4) 对 于 VP(P，v) 的 每 一 条 落 在 连接 三 角形 边 上 的 可 见 边 ， 记 为 ab: 
(4.1) 将 此 连接 三 角形 记 为 ， 将 VRP, VE ti EWA ez 
(4.2) 计算 VP(t, v), 并 将 ab BMA VPC, v)， 同 时 更 新 VPE, v) 


(4.3) WER e 同 时 是 某 简单 多 边 形 PUA) AI, Wik AL PK 
于 ei 的 外 部 数据 结构 计算 VPP ei v)。VP(Pj, v) 是 VPP; 
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ep v)5 va All vb 构成 圆锥 区 域 的 交集 。 将 ab 替换 为 VRP, 
v) 同时 更 新 VP(P; v) 


(5) 输出 VP(P, v). 


对 于 图 4.25 所 示 的 例子 ， 假 定点 v 在 多 边 形 PA, WE G) 步 得 到 
VP(P, v) - VP(D,, v) LE 4.25 (a))， 在 第 (4) 步 第 一 次 迭代 中 ，VP(P, v) = 
VPP v)UVP(t, v) CLE 425 (b))， 第 (4) 步 的 最 后 一 次 迭代 后 ，VP(P,，v)= 
VP(P1, VW)UVP(h, v) UVP} v) HEP VP(P, vy) 是 VPP popi v) 与 vq; 
和 vay 所 构成 圆锥 的 交集 ， 如 图 4.22 所 示 。 


(b) 网 状 及 斜 线 区 域 为 VP(P1,v)UVP(h, v) 


图 4.25 计算 v 的 可 见 多 边 形 的 过 程 
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在 算法 4.5 中 ， 第 (1) 步 需要 的 时 间 是 O(logn),， 第 (2) 步 所 需 时 间 是 
OQ). 第 GO 步 可 以 在 Odlog/ni| VP(' v) IR A zug FE (4.2) 步 需要 
的 时 间 是 OC), 98 (4.3) 步 需要 的 时 间 是 O(lognjt+|VP(P;，v)))， 由 于 共有 
Oh) MERE = FATE. 第 (4) 步 在 最 坏 情况 下 需要 的 时 间 是 O(h+Zlognj+|VP(P， 
))， 因 此 第 (4) 步 所 需 的 时 间 为 O(hlog(n/h)+h+|VP(P, v). Pk, fii 
4.5 的 时 间 复 杂 度 可 写 为 O(log^m-hlog(vh)-h-|VP(P, v), P m 表示 点 v 
所 在 简单 多 边 形 的 点 数 ，m<n。 


值得 注意 的 是 ， 某 条 连接 三 角形 的 边 可 能 对 应 多 个 可 见 区 域 ， 如 图 4.26 
所 示例 子 中 的 加 粗 部 分 , P3 2S dj 的 外 部 区 域 会 被 查询 三 次 。 我 们 采用 以 下 
方法 避免 此 类 重复 查询 所 可 能 增加 的 算法 复杂 度 。 如 图 4.26 中 , P5 = dnmlkj, 
VP(P, vv) 是 VPe(P， dj, v) vd Fil ve. vf All ve. vh 和 wi 所 构 网 状 成 三 个 区 
锥 区 域 的 交集 。 只 须 在 第 一 次 遇 到 dj 边 时 查询 VPP dj, v) ik, Iba, 
当 计 算 完 VP. dj, v) vd 和 ve 所 构成 圆锥 区 域 的 交集 后 ， 将 得 到 的 可 
见 部 分 从 VPe(P2， 帮 ，T) 中 去 掉 ， 并 保存 剩 下 的 部 分 ， 即 VPP e» v). 14 
dj 边 第 二 次 遇 到 时 ， 只 须 计算 VPP, ep v) 5 vf I ve 所 构成 圆锥 区 域 的 
交集 ， 以 此 类 推 。 这 部 分 操作 并 不 影响 算法 的 整体 时 间 复 杂 度 。 算 法 4.5 的 
全 部 流程 参见 图 4.27。 


k 
图 4.26 一 个 连接 三 角形 边 对 应 多 个 可 见 区 域 的 情形 


141 


Voronoi EA tz Jj] 


~ 
= 


图 4.27 计算 任意 点 v 的 可 见 多 边 形 的 算法 过 程 示例 
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#58 重心 Voronoi 图 及 其 应 用 


5.1 定义 与 性 质 


5.1.1 EM 


如 本 书 第 2 章 所 述 ， 给 定 一 个 有 限 区 域 Q 和 一 组 站 点 车 =(x)， 我 们 把 
每 个 站 点 x 对 应 的 Voronoi KERE O 的 交 定义 为 x 的 单元 ， 记 做 VR 。 一 个 
单元 VR 的 重心 cj 定义 为 6 =I ie xdc / IPC ， 其 中 dc 为 面积 积分 算 子 。 如 
果 每 个 站 点 x 和 它 的 单元 VR 的 重心 cj 重合， 我 们 称 的 Voronoi 图 为 Q 的 
重心 Voronoi 图 (Centroidal Voronoi Diagram) [Du1999]， 也 称 为 Centroidal 
Voronoi Tessellation， 即 CVT。 图 5.1 (a) 是 一 般 的 Voronoi 图， 图 5.1 (b) 
是 重心 Voronoi 图 。 可 以 看 到 ， 相 对 于 一 般 Voronoi 图 ， 重 心 Voronoi 图 中 的 
单元 更 加 规整 。 需 要 注意 的 是 ， 本 章 只 考虑 有 限 区 域 Q 的 密度 函数 为 常数 的 
情形 ， 当 密度 函数 不 为 常数 时 ， 需 要 在 公式 中 增加 密度 函数 项 。 

重心 Voronoi 图 是 一 组 特殊 分 布 的 站 点 的 Voronoi 图 。 给 定 区 域 Q ， 任 
意 指定 的 一 组 站 上 点子 ， 它 的 Voronoi 图 一 般 来 讲 不 是 重心 Voronoi 图 。 


(a) 一 般 Voronoi 图 ， 站 点 (实心 点 )”(b) 重心 Voronoi 图 ， 站 点 与 重心 重合 
与 重心 〈 空 心 小 圆 ) 不 重合 


图 5.1 重心 Voronoi 图 与 一 般 Voronoi 图 的 比较 
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5.1.2 性质 
EÒ Voronoi 图 的 站 点 集合 也 可 以 被 定义 为 下 述 优化 问题 的 解 : 


FOES 其 中 fep fal xf do (5.1) 


F(X ) 是 站 点 集合 定义 在 RR”(N = dn) 上 的 能 量 函数 〈 或 称 为 目标 函数 )， 其 中 

d 为 空间 的 维 数 ，VR 是 点 x 的 Voronoi 476, f Gr) 亦 被 称 为 点 x 的 能 量 函 

数 。 可 以 证 明 ， 使 上 述 能 量 函数 FOY) 取 极 小 值 的 点 集 的 Voronoi 图 一 定 构成 
-个 重心 Voronoi 图 [Du1999]。 


CVT 目标 函数 FX ) 的 梯度 可 通过 以 下 公式 计算 : 


ĈE =m (p, -9)， 其 中 ， = | do c; He x, ff] Voronoi 区 域 的 重心 。 


i mayo 

Gersho [Gersho1979] 提出 猜想 认为 ， 在 渐进 意义 下 ， 一 个 最 优 的 CVT 
中 的 各 Voronoi 单元 具有 相同 的 形状 。T6th[Toth2001] 则 给 出 了 证 明 ， 即 在 
渐进 意义 下 ,二 维 凸 区 域 中 的 最 优 CVT 中 的 各 Voronoi 单元 形状 为 正六 边 
形 。 在 三 维 空间 中 ，Gersho 猜想 目前 已 有 数值 证 明 [Du2005]。 这 个 性 质 有 
很 多 应 用 ， 比 如 ， 在 采样 理论 中 ， 可 以 假设 Q 表 示 一 个 被 近似 的 空间 (如 
一 幅 图 像 的 颜色 空间 )， 每 个 x 对 应 于 一 个 样本 颜色 映射 的 元 素 )， 区 域 
VR 对 应 原始 空间 Q 中 距离 x 最 近 的 子 集 ， 极 小 化 能 量 函 数 FY) 可 以 保证 
每 个 样本 x 表示 Q 中 相等 的 信息 量 [INewman1982]。 在 图 5.2 中 ,被 近似 的 
空间 Q 是 一 个 正六 面体 ， 可 以 看 出 ， 重 心 Voronoi 图 划分 非常 规则 。 这 些 
性 质 也 都 适用 于 特殊 的 几何 处 理 , 读者 可 以 参阅 文献 [Du1999, Okabe2000， 
Liu2009，Du2010，WangJY2011] 以 了 解 更 多 关于 重心 Voronoi 图 的 理论 以 
及 应 用 。 


5 Ë P Voronoi FRALA 


图 5.2 一 个 正六 面体 的 重心 Voronoi 图 


5.2 构造 方法 
5.2.1 Lloyd 方法 
Lloyd 方法 [Lloyd1982] 是 计算 给 定 区 域 CVT 的 基本 算法 , 其 通过 一 个 收 
敛 的 迭代 方法 实现 ， 属 于 确定 性 算法 。 具 体 步 骤 如 下 。 
算法 5.1 CVT-Lloyd 算 法 
CL) 初始 化 n 个 站 点 {x}; 
(2) 对 于 每 个 点 x(i =1…n) ， 计 算 与 之 对 应 的 Voronoi 区 域 VR ; 


(3) 对 于 每 个 Voronoi 区 域 VR(i=1…n)， 计 算 其 重心 ， 然 后 用 重心 更 新 站 
点 Xi: 


(4) 检测 退出 条 件 ， 如 果 满 足 则 退出 ， 否 则 返回 第 (2) 2b. 


这 个 算法 本 质 上 讲 是 一 个 定点 迭代 的 过 程 ， 迭 代 过 程 中 减少 聚 类 能 量 ， 
从 而 可 以 保证 收敛 到 CVT。 


5.2.2 MacQueen A3& 
MacQueen 方 法 [MacQueen1967] 是 计算 给 定 区 域 CVT 的 另 一 个 基本 算法 ， 
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但 其 不 同 于 Lloyd 方法 。MacQueen 方 法 基于 Monte Carlo 方 法 提出 ， 属 于 概率 方 
法 。 具 体 步 又 如 下 。 

算法 5. 2 CVT-MacQueen 算 法 

CD 初始 化 n 个 站 点 os. ， 以 及 与 每 个 点 相对 应 的 计数 器 为 1,， dade s 

(2) 用 Monte Carlo 方 法 随机 生成 区 域内 的 一 个 样本 点 e: 

(3) REIA w 最 近 的 站 点 , 假设 为 x ， 用 如 下 方法 更 新 x, 和 其 计数 器 j, : 
i 2 ? Ji $c Ji +1 

dtd 

(4) 检测 退出 条 件 ， 如 果 满 足 则 退出 ， 和 否则 返回 第 (25 步 。 


MacQueen 方法 虽然 不 需要 计算 Voronoi 区 域 和 重心 ， 但 用 MacQueen 
方法 产生 的 站 点 集 包 入 RAVENS CVT 的 站 点 集 。 不 过 MacQueen 
方法 基于 Monte Carlo 方法 ， 所 以 要 大 量 撒 点 来 得 到 更 好 的 结果 。 研 究 者 提 
出 了 很 多 改进 的 方法 以 加 速 其 收 僵 ,例如 通过 均匀 撒 点 或 者 并 行 算法 可 以 
大 大 加 速 MacQueen 方法 的 收敛 速度 。 


EX Lloyd 和 MacQueen 方法 都 是 基于 迭代 的 ， 算 法 的 退出 条 件 常常 是 
依据 具体 的 应 用 而 改变 。 常 用 的 终止 条 件 有 设置 迭代 次 数 ， 或 判断 站 点 与 其 
Voronoi 区 域 重 心 的 距离 是 否 小 于 阔 值 等 。 


5.2.3 ”牛顿 法 


在 公式 (5.1) 中 ，FG) 是 CVT 的 目标 函数 ， 该 函数 已 经 被 证 明 在 凸 区 域 
中 具有 C? 连 续 性 [Liu2009]， 因 此 可 以 采用 二 次 优化 算法 (如 牛顿 法 )， 基 本 
步骤 如 下 。 


HIVER] > = 时 ， 


C1) 求解 4， 以 满足 VF(X)qd =-VF(X), 
(2) 寻找 合适 步 长 w ， 以 满足 F(X+aq) 值 下 降 ; 


146 


5 Ë P Voronoi HAEA 


(3) X «€-X-*ad , 


HP VEX) AV? F(X) A) adem Fh PL FX) 的 梯度 和 Hessian 和 矩阵。 
由 于 计算 Hessian 矩阵 及 其 求 逆 相当 耗 时 , 在 实际 中 可 以 采用 L-BFGS 算法 
(Limited-memory BFGS)[LBFGS]， 即 不 计算 二 阶 导 数 ， 而 是 通过 利用 以 前 
的 梯度 和 修改 值 去 近似 Hessian 矩阵 的 逆 和 矩阵 。L-BFGS 算法 具有 近似 的 算 
法 结构 ， 不 同 之 处 在 于 在 步骤 CI) 中 Hessian 矩阵 被 蔡 换 为 由 以 前 的 梯度 
值 构造 的 简单 矩阵 。 


5.3 应 用 实例 


5.3.1 基于 无 向 图 的 重心 Voronoi 图 的 骨架 匹配 与 模型 分 割 

重心 Voronoi 图 由 于 具有 空间 均匀 采样 的 性 质 ， 有 很 多 相关 的 应 用 和 推 
广 。 本 节 介 绍 一 种 基于 无 向 图 的 重心 Voronoi 图 ， 及 其 应 用 于 骨架 匹配 与 模 
型 分 割 的 算法 [Lu2012]。 给 定 一 个 相互 连接 的 直线 段 集 合 〈 即 一 个 三 维 空间 
中 的 无 向 图 ) 和 一 个 三 维 儿 何 模型 ， 算 法 通过 计算 该 无 向 图 在 几何 模型 中 的 
重心 Voronoi 图 ， 优 化 无 向 图 的 顶点 位 置 ， 使 得 无 向 图 的 各 条 边 能 够 最 佳 匹 
配 所 给 模型 的 形状 ， 并 实现 模型 的 合理 分 割 。 算 法 简单 、 自 动 ， 并 且 只 需要 
一 个 参数 正则 化 权重 )， 如 图 5.3 所 示 。 


DIL 
Tp 


图 5.3 ”本 方法 处 理 四 足 动物 和 鸟 的 实验 结果 ， 左 侧 是 原始 骨架 
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1. 无 向 图 的 重心 Voronoi 
给 定 一 个 有 限 区 域 Q 和 一 个 无 向 图 G=( 了 ,EE), 其 中 对 是 顶点 集合 ,，E 
是 边 的 集合 。 这 里 定义 G 中 任 一 边 [x%,x | 的 CVT 能 量 值 如 下 : 
&[x.xD- fo dels Ddo 
PRES x, DOO 
EP, vRqx xD - (e RY |d(z.[x,.x,) < dC [x]. Viele Ey» dC [x x; 定义 了 
点 到 直线 段 的 欧 氏 距离 。 
则 无 向 图 G = (X, E) 的 重心 Voronoi 图 即使 如 下 目标 函数 F(X) 取得 最 
小 值 的 项 点 集合 对 的 分 布 : 
F(X)= > g(x.x,D (5.2) 


ijeE 


一 般 地 ， 与 点 集 的 Voronoi 图 不 同 的 是 ， 在 线段 集 的 Voronoi 图 中 ， 直 接 
根据 以 上 定义 对 函数 F(X) 进行 优化 求解 是 很 困难 的 ， 主 要 有 以 下 两 点 原因 。 


(1) 线段 Voronoi 图 的 计算 复杂 性 很 高 。 两 个 线段 的 Voronoi 中 分 线 是 二 
次 曲线 ， 生 成 线段 的 Voronoi 图 涉及 二 次 曲线 求 交 等 计算 ， 代 价 极 高 。 


(2) 即使 得 到 了 线段 的 Voronoi 图 , 在 其 Voronoi 单元 边界 上 进行 二 次 函 
数 的 积分 也 很 困难 。 


基于 此 两 点 原因 ， 在 计算 中 可 采用 近似 的 重心 Voronoi 图 ， 即 用 一 系列 
的 采样 点 p, 代 蔡 直线 段 [ zx] spe = Ax 80-7 A0x,.A E0 WE 5.4 
所 示 。 因 此 ， 线 段 的 Voronoi 图 可 以 用 所 有 采样 点 的 Voronoi 图 的 并 集 近 似 : 


VRQ»;.x, p "UP RG,) 


线段 的 能 量 值 可 以 用 所 有 采样 点 的 能 量 之 和 近似 : 
g(x.x,D*5 CD 


148 


5 Ë P Voronoi [E XJLIZ f 


HE, Se) =p de. ERAR CVT 能 量 值 ， 参 见 公式 (5.1)。 


(a) 精确 Voronoi 图 (b) 近似 Voronoi 图 


图 5.4 两 条 线段 Voronoi 图 的 近似 计算 
基于 以 上 讨论 ，G=(X, 的 CVT 目标 函数 可 近似 表示 为 FOOD, M 
G - (X, E) 的 近似 CV T AL f EL bs ef FX) 取得 最 小 值 的 顶点 季 分 布 。 目标 
PA FX) 的 定义 如 下 : 


FX)= Y Y feos 3 Y Ga *0-A)x) (5.3) 
ij=E k Lj-E k 


因为 近似 目标 函数 FX) 基于 标准 的 点 集 Voronoi 图 定义 ， 可 用 Lloyd 能 
量 计 算 ， 它 比 初始 目标 函数 〈 见 公式 C520 ) 更 容易 优化 。 注 意 ， 近 似 目 
标 函 数 与 初始 目标 函数 依赖 于 相同 的 变量 X. £k BRI CORE 
p, ^ Àx, t 07 A)x, 不 是 变量 ， 因 为 它们 仅仅 依赖 于 两 个 端点 x 和 x 。 


为 了 避免 产生 退化 的 极 小 值 ， 像 在 变 分 曲面 设计 中 的 做 法 一 样 ， 引 入 了 
一 个 正则 项 RCX) [Mal1989]， 以 避免 不 必要 的 振荡 ， 调 整 无 向 图 和 给 定形 状 
以 更 好 的 拟 合 。 该 正则 项 采用 拉 普 拉 斯 能 量 处 理 无 向 图 中 度数 大 于 1 的 项 
点 ， 定 义 如 下 : 


2 


1 
ES 
V(x) x,eN(x) 


R(X)= Y 


x, (x,)»l 


其 中 ，F(x ) 表 示 项 点 的 度数 ，N(x ) 表 示 x 的 相 邻 顶 点 。 


(5.4) 


x; 


综合 利用 公式 (5.3) 和 公式 (5.4)， 定 义 用 于 三 维 形状 骨架 匹配 的 目标 
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函数 为 : 
H(X)=F(X)+7|Q|R(X) (5.5) 


Hop, F(X) 是 线段 的 近似 Lloyd 能 量 值 ，R(X) 是 正则 项 ，y e R* 表示 正则 
项 的 影响 。 

为 了 进一步 说 明正 则 项 的 作用 ， 参 见 图 5.5。 一 般 情况 下 ， 极 小 化 CVT 
目标 函数 趋向 于 使 Voronoi 区 域 的 紧凑 程度 最 大 化 ， 但 是 在 一 些 特 殊 情 况 
下 可 能 会 导致 振荡 误差 ， 对 于 骨架 匹配 这 类 应 用 亦 不 适用 。 如 在 图 5.5 中 ， 
图 5.5 (b) 比 图 5.5 Co) 有 更 小 的 CVT 能 量 值 ， 但 图 5.5〈c) 是 考虑 了 正则 
项 之 后 的 结果 ， 作 为 骨架 更 好 地 匹配 了 给 定形 状 。 


(a) 初始 无 向 图 (b) 不 使 用 正则 项 的 (c) 使 用 了 正则 项 后 的 
CVT 能 量 值 最 小 结果 量 值 最 小 结果 (yy = 0.15 ) 


LL iT 


(à) y-0 (b y-001 (c) y-0 (d y-001 (e)y=0.1 


图 5.6 正则 化 参数 y 的 影响 


图 5.6 展示 了 参数 y 对 结果 的 影响 。 对 于 度 为 2 的 结 点 ，y 越 大 则 与 其 
相关 联 的 两 条 线段 的 夹 角 (小 于 ) 越 大 。 对 于 度 大 于 2 的 结 点 ，y 越 大 ， 
则 与 其 相关 联 的 线段 的 夹 角 以 及 线段 的 长 度 越 均 名。 实验 表明 ， 二 维 空间 中 
yi 0.01， 三 维 空间 中 yy 取 0.02， 能 够 得 到 较 好 的 结果 。 
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2. 解决 机 制 

(1) 产生 采样 点 

首先 选取 一 个 采样 步 长 h ， 然 后 沿 着 直线 段 每 阳 步 长 h 取 一 个 采样 点 。 
线段 的 端点 〔 度 为 1 ) 也 加 入 到 采样 点 集合 中 。 度 大 于 1 的 顶点 不 加 入 采样 
点 ， 这 是 为 了 在 分 支点 处 获得 对 平分 线 比 较 好 的 近似 。 另 外 一 种 采样 方法 是 
用 固定 数目 的 点 分 割 线段 。 实 验 结果 表明 , 这 两 种 方法 得 到 的 结果 差异 很 小 。 


(2) 计算 裁剪 Voronoi 区 域 


算法 先 计 算出 采样 点 集 p, 的 Delaunay 三 角 放 分 ， 并 通过 计算 Delaunay 
三 角 痢 分 的 对 偶 图 得 到 Voronoi 图 。 然 后 计算 出 每 个 Voronoi 区 域 VR(p,) 和 
KRO 〈 一 个 三 角 化 曲面 的 内 部 ) 的 交 线 。 因 为 Voronoi 区 域 是 凸 的 ， 所 以 
容易 用 Voronoi 区 域 去 裁剪 三 角 化 曲面 。 为 此 ， 算 法 采用 了 经 典 的 
Sutherland-Hodgman 逐 边 裁剪 算法 [Sutherland1974] 。 


(30 计算 能 量 和 梯度 值 


基于 CVT 的 变 分 目标 函数 定义 , 算法 采用 L-BFGS 拟 牛 顿 法 进行 优化 求 
解 ， 在 每 次 近代 时 ， 这 种 方法 需要 计算 目标 函数 的 能 量 值 以 及 梯度 。 
首先 考虑 Lloyd fé (X) KEME. FOX) 可 以 被 分 解 为 一 些 项 的 和 ， 
每 个 项 都 在 裁剪 过 程 中 对 应 一 个 四 面体 。 与 一 个 四 面体 7=(p,q,,9,,9;) 相关 
的 CVT 能 量 是 : 
四 


me +U? +U} +U,-U, +U, -U, +U, -U,) 


其 中 UU, =q- po |r| o Vti A EE mA. 为 了 计算 梯度 , 可 以 参考 5.1.2 
节 ， 通 过 代入 表达 式 
P= +0-A)x; ， 得 到 边 [x,xj] 的 CVT 能 量 : 


oF Of(p,) Of (p,) 0p, 
Pup pc rc 


=2) m —c 
a Da 之 (Pe 一 cb 和 
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OF Op) _ m. 

aL ax, -22mG, X1 4,) 

m, 和 cx 分 别 表 示 p, 所 在 Voronoi 区 域 的 质量 和 重心 。m Alle, 可 以 通过 
裁剪 Voronoi 区 域 计算 出 来 , 裁剪 Voronoi 区 域 用 一 些 有 向 四 面体 的 并 集 表示 。 


正则 项 R(X) 对 梯度 的 贡献 是 : 


Q 
Rg yal 25 x, |-2 > - — > X. 
x, V(x) x,eN(x) x,eN (x) V (x, )>1 V(x;) Vx) x,€N(x,) 


TR LA EAD RR, HORHE A peek HE CX) 的 能 量 与 梯度 ， 采 用 L-BFGS W 
牛顿 法 优化 求解 ， 即 可 获得 给 定 三 维 形状 的 良好 骨架 匹配 以 及 相应 的 表面 分 
W, WK 5.3 所 示 。 


5.3.2 ”基于 流 线 重心 Voronoi 图 的 流 场 可 视 化 


流 场 可 视 化 是 科学 可 视 化 中 非常 重要 的 组 成 部 分 ， 特 别 在 计算 力学 、 流 
体力 学 和 空气 动力 学 、 天 气 预 报 和 地 球 物理 模拟 等 领域 有 着 广阔 的 应 用 前 
景 。 归 纳 来 说 ， 流 场 的 可 视 化 技术 可 以 分 为 五 类 [Brambilla2012]: 直接 可 视 
化 、 基 于 纹理 的 可 视 化 、 基 于 特征 的 可 视 化 、 基 于 几何 的 可 视 化 和 基于 空间 
痢 分 的 可 视 化 。 基 于 几何 的 方法 采用 流 线 CStreamline)、 流 面 (Stream Surface). 
流 管 (Stream Tube) 、 迹 线 (Pathline) 、 脉 线 (Streakline) 、 时 线 (Timeline) 
等 几何 元 素来 表示 流 场 ， 具 有 表示 清晰 、 简 洁 等 优点 。 


流 线 、 迹 线 等 基于 粒子 的 方法 是 基于 几何 的 可 视 化 方法 中 最 常用 的 技 
术 ， 流 线 即 是 处 处 与 流 场 相 切 的 曲线 ， 能 有 效 地 表现 流 场 的 局 部 特征 。 对 于 
一 条 流 线 而 言 ， 可 以 通过 自 种 子 点 开始 进行 数值 积分 的 方法 获得 ， 因 此 如 何 
选取 种 子 点 的 位 置 从 而 均匀 布置 流 线 是 此 类 方法 的 关键 所 在 。 本 节 将 离散 点 
的 重心 Voronoi 图 的 概念 推广 到 流 线 上 ， 提 出 流 线 重心 Voronoi 图 的 概念 ， 
并 给 出 一 种 新 的 流 线 布置 方法 ， 可 实现 更 佳 效 果 的 流 场 可 视 化 [Liu2013]。 本 
算法 是 面向 二 维 定常 流 场 进 行 介绍 的 ， 但 也 可 推广 至 非 定常 流 场 。 


1. 流 线 的 重心 Voronoi 
流 线 是 某 一 时 刻 在 流 场 中 画 出 的 一 条 空间 曲线 ， 在 该 时 刻 ， 曲 线 上 所 有 
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质点 的 速度 矢量 均 与 这 条 曲线 相 切 。 流 线 是 基于 欧 拉 方 法 描述 流 场 的 一 种 手 
段 ， 在 实际 应 用 中 常用 多 线段 (polyline) 的 形式 来 表示 ， 即 由 种 子 点 出 发 ， 
由 数值 积分 的 方法 跟踪 得 到 的 点 序列 。 但 是 如 何 选择 积分 的 步 数 并 不 是 一 件 
简单 的 事情 。 由 于 长 流 线 可 以 更 好 地 表现 出 流 线 的 连续 性 ， 本 节 中 的 算法 选 
择 使 用 长 流 线 作为 表现 流 场 的 几何 元 素 。 当 算法 中 的 长 流 线 遇 到 流 场 边界 或 
速度 为 0 的 点 时 ， 停 止 积分 。 我 们 用 s, KRIER, MS =(s,), RABE 
的 一 组 流 线 ,将 每 条 流 线 s; 作为 站 点 计算 重心 Voronoi 图 ,在 区 域 Q 中 其 CVT 
能 量 可 以 定义 为 : 


gs) d(z,s,) do (5.6) 


P E. na 


其 中 ,VR([s,)={zeR” | d(z.[s, < qd(z,[s,]), Vj €i e$), d(z,ls,]) KRA Zz 
到 流 线 s 的 欧式 距离 。 
定义 5.1 流 线 集合 8S= (s Y. 的 重心 Voronoi 分 布 是 目标 函数 
G(S)= > sg(s]) 


ieS 


的 一 个 极 小 解 ， 其 中 g([s; ]) WAH (5.6). 


类 似 5.3.1 节 所 属 ， 直 接 根据 以 上 定义 对 函数 GS ) 进 行 优化 求解 是 很 困 
难 的 。 为 此 ， 算 法 采用 近似 计算 的 方式 计算 流 线 的 CVT 函数 值 。 我 们 用 流 
线 上 的 点 {p,…,p,} 来 代替 每 条 流 线 s[x,] 。 这 里 x 是 sfx] 的 种 子 点 ， 用 
Py =X RAAB EC» Poo p, 是 由 欧 拉 积分 法 或 龙 格 - 库 塔 积 分 法 等 方法 进行 流 
线 追 踪 得 到 的 点 序列 ， 在 下 文中 也 称 为 采样 点 。 因 此 ， 流 线 s[x,] 的 Voronoi 
单元 可 以 用 生成 该 流 线 的 所 有 积分 点 序列 的 Voronoi 单 元 的 并 集 近 似 表示 , 即 : 


VR(s[x,]) = UVRG;) 


因此 ， 流 线 的 能 量 值 可 以 用 所 有 采样 点 的 能 量 之 和 近似 : 
GEMERA) 
其 中 ，/(p) 表 示 点 p, 的 CVT 能 量 ( 见 公 式 5.1)。 下 文中 也 用 所 有 种 子 点 
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WEA X =), 来 表示 流 线 集 合 S， 因 此 5 的 Voronoi 图 可 以 由 所 有 流 线 生 
成 点 的 Voronoi 图 近似 表示 。 


定义 5.2 FA S 的 近似 重心 Voronoi 分 布 是 目标 函数 
F(X)=> > f(y) (5.0) 


ieS k 


的 一 个 极 小 解 。 


图 5.7 给 出 了 一 个 流 线 Voronoi 图 的 近似 计算 示例 。 其 中 , 对 于 图 5.7 a) 
中 的 流 场 ， 图 5.7 Coo 中 显示 的 是 两 条 流 线 〈 曲 线 ) 的 Voronoi 图 (中 间 直 
线段 )， 图 5.7(c) 中 给 出 了 利用 采样 点 近似 计算 得 到 的 各 条 流 线 的 Voronoi 
图 ， 图 5.7 (d) 中 显示 的 是 图 5.7 Ce 中 图 的 局 部 放大 效果 。 


(a) 流 场 


(c) 利用 采样 点 近似 计算 各 条 流 线 的 Voronoi 图 (d) (c) 图 的 局 部 放大 效果 
图 5.7 流 线 Voronoi 图 的 近似 计算 示例 
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2. 流 场 可 视 化 算法 


基于 流 线 重心 Voronoi 图 的 定义 ， 可 知 其 优化 目标 是 利用 流 线 对 于 给 定 
流 场 进行 均匀 采样 。 算 法 就 是 利用 这 个 原理 优化 流 线 的 布置 。 给 定 一 个 流 场 
和 一 定数 目的 流 线 ， 通 过 极 小 化 流 线 的 CVT 能 量 ， 从 而 达到 优化 流 线 布置 ， 
直至 在 流 场 中 均匀 分 布 。 

为 了 极 小 化 目标 函数 天 CY) MAR 5.7)， 算 法 利用 拟 牛 顿 法 求解 。 这 
里 的 目标 函数 天 (X) 是 点 CVT 函数 的 线性 组 合 ， 因 此 同样 具有 C? 连续 性 ， 
即 可 采用 牛顿 法 或 拟 牛 顿 法 优化 求解 。 在 实践 中 可 以 采用 优化 工具 包 
TAO[Munson2012] 或 科学 计算 工具 包 PETSc[Balay2011] 等 提供 的 L-BFGS 算 
法 实现 ， 算 法 框架 如 下 。 

对 于 每 个 牛顿 迭代 ， 有 : 

CO 对 于 每 条 流 线 s[x,] ， 计 算 其 采样 点 Urs, 


(2) 对 于 每 个 采样 点 p, ， 计 算 其 裁剪 Voronoi KIR, BIVR DNO, H 
"PO 表示 给 定 区 域 ; 


(3) 将 每 个 采样 点 p, 的 贡献 加 到 请 (X) 和 VE(X) 中 。 


(1) 生成 采样 点 

给 定 种 子 点 x ， 可 以 通过 欧 拉 积分 或 龙 格 - 库 塔 积分 计算 其 流 线 上 的 采样 
点 。 欧 拉 积 分 法 可 以 表示 为 : pj, = pt le V). Hp, =x, k= em, 
h ERDEK, 流 线 可 以 通过 同时 癌 前 向 后 积分 获得 。 二 次 龙 格 - 库 塔 积分 法 
可 以 表示 为 有 = Pi HERVO) Pia = Pi HAVC p) [Press2002]。 在 
算法 实现 中 ,为 了 方便 计算 梯度 ， 将 流 线 的 起 始点 x UKER H V, AV, 
正 交 向 量 V^ 作为 参考 标 架 ， 将 采样 点 p 表示 为 该 标 架 中 的 向 量 ， 即 
Pr 7X + aV, +BY, ° 
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得 到 流 线 上 的 采样 点 之 后 ， 可 以 直接 计算 每 个 采样 点 在 给 定 区 域 边界 内 
的 Voronoi 单元 ， 从 而 计算 F(X)。 


(2) 计算 F(X) 和 VF(X) 


对 于 一 个 三 角形 人 pq, ， 它 所 关联 的 重心 Voronoi 函数 能 量 可 以 通过 


下 式 计算 得 到 : lle «ut «uu. KPU, 24 - p: ，|A| 表 示 三 角形 的 

带 符号 面积 。 重 心 Voronoi 函数 的 梯度 可 以 通过 下 式 计算 得 到 : 

DP) im, 一 6) , 其中, m, 和 ec 分 别 表示 三 角形 的 质量 和 重心 。 FOX) 
k 


可 以 通过 下 式 计算 ， 


OF OFM) EYP) — Op 
à oe ax, E Ov, a m Ox, (p, 一 cb 


流 线 上 的 采样 点 相对 于 种 子 点 的 梯度 如 下 : 


OV, OV, -Vy ƏV, 
Op, Ox Ox Ox Ox 
一 二 了 十 十 
ox, “Hav, Vy | ay av, 
oy Oy oy æy 


(3) 实验 结果 


算法 基于 计算 几何 算法 库 CGAL[CGAL], 用 C/C++ 语 言 进 行 了 实现 。 算 
法 将 流 场 区 域 归 一 化 为 边 长 为 1 的 正方 形 ， 积 分 步 长 h 取 值 为 0.01。 在 实现 
中 ， 当 流 线 遇 到 边界 或 达到 积分 步 数 时 停止 积分 。 实 验 结果 表明 ， 本 算法 的 
结果 比 CGAL 中 的 算法 更 简洁 、 规 整 ， 同 时 具有 更 大 的 灵活 性 ， 也 允许 用 户 
交互 。 图 5.8 给 出 了 本 方法 对 于 四 个 不 同 流 场 的 可 视 化 结果 。 
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